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PKÉFACE. 


Le  présent  petit  Livre  a  pour  but  de  donner,  en  un  abrégé 
aussi  succinct  que  possible,  les  résultats  théoriques  que 
l'on  peut  obtenir  en  appliquant  les  équations  de  l'Hydrody- 
namique des  fluides  parfaits,  à  l'étude  du  mouvement  d'un 
solide  dans  un  fluide.  Il  ne  s'agit  donc  pas  ici  d'un  livre 
technique,  avec  description  d'expériences. 

Pendant  ces  quinze  dernières  années,  l'Hydrodynamique 
a  réalisé  des  progrès  extrêmement  considérables  dans  des 
directions  variées.  On  pourra  trouver  un  tableau  d'ensemble 
des  travaux  correspondants  dans  un  article  du  Bulletin  des 
Sciences  mathématiques  {Sur  quelques  p/'ogrès  récents  des 
théories  hydrodynamiques,  1917).  Parmi  les  très  nombreux 
résultats  obtenus,  nous  avons  groupé  spécialement  ici  ceux 
qui  se  rattachaient  plus  particulièrement  aux  problèmes  de 
résistance. 

Notons  que  la  pratique  confirme  à  peu  prés  les  résultats 
numériques  indiqués  par  la  théorie.  Cette  dernière  fournit 
cependant  pour  la  résistance  des  valeurs  un  peu  trop  faibles. 

Nous  espérons  que  ce  Livre  pourra  présentement  rendre 
quelque  service.  Peut-être  vient-il  en  son  heure,  et  sans 
d-oute  n'est-il  pas  inutile  de  préciser  ce  qu'on  peut  attendre 
de  l'application  des  équations  de  rHydrodynamique,  puis- 
qu'on voit  encore,  en  des  publications  fort  récentes,  des 
ingénieurs  et  des  praticiens  dont  nous  ne  méconnaissons  ni 
le  mérite  ni  les  excellentes  intentions,  proposer,  en  se 
fondant  sur  les  mêmes  équations,  des  explications  ou  des 
théories  des  phénomènes  de  résistance,  et  retomber  dans 
des  errements  anciens  dont  il  vaudrait  cependant  mieux  ne 
plus  entendre  parler. 
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AI'KUdS  TIIKOHIQIKS 


LA  RÉSISTANCE  DES  FLUIDES 


CHAPITRE  I. 

RAPPEL    UKS    ÏIIKORÉMES    KT    PRINCIPES    GKNKRAIX. 


iJans  le  |)résenl  volume  je  me  pro|)Ose  d  exposer  brièvement, 
parmi  les  récents  travaux  concernant  l'hydrodynamique  moderne, 
ceux  qui  se  rattachent  plus  parlicuiièrement  à  la  résistance  qu'un* 
fluide  parfait  oppose  avi  mouvement  dun  solide. 

Je  supposeiai,  bien  entendu,  que  le  lecteur  connaît  les  pre- 
miers principes  élémentaires  de  la  théorie  du  mouvement  des 
fluide^,  et  je  rappelle  sans  démonstration  que  dans  un  fluide 
isotrope,  en  appelant  u,  p,  w  les  trois  composantes  de  la  vitesse 
de  la  molécule  fluide  placée  à  l'instant  t  au  point  .r,  j',  z,  en 
désignant,  en  outre,  par/j  la  pression  en  ce  point  et  par  p  la 
densité,  on  a  les  équations  du  mouvement  sous  la  forme 


I   dp                au 

Ou 

du             du 

-";ï^- 

ây             dz 

I    dp                  ()v 
'lly    ~      ~  Tt 

()i>             di' 

p «V  -—  , 

dy            dz 

I    dp                  <)w 
p   ôz  ~    ^~  ,)t  ' 

dw            <)w 

■  «'  — w 

,)y            dz 

avec  l'équation  de  continuité 

(}^         d  i  p  u  )         r)(  p  ç  )         à(QW}  _^ 
~t  i).T  i)y        '         àz  "' 

X,  Y.  Z   représentent   la   force  extérieure  qui  agit   sur  l'unité  de 
masse  au  point  x,  y,  z. 

L'équation  complémentaire,  dans  un   liquide  |)arfait,  à  tempé- 
rature constante,  se  réduit  à 

p  =  const. 

Presque  toujours  dans  ce  qui  suivra,  nous  nous  |)iacerons  dans 
ce  cas,  pour  lequel  les   équations  ci-dessus  se  réduisent  aux  sui- 
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vantes  : 

0  ,)r 

^\ 

Ou            Ou 
~  ~ôt  ~      'ô7r~ 

Ou 

du 

Ou 

Ox 

Ov 

Ow 

Si,  en  oulre.  le  mouvement  est  permanent,  c'est-à-dire  si  sa 
configuration  est  indépendante  du  temps,  ces  équations  de- 
viennent  : 


(I) 


.  Op 


c  Ox 


=  X 


Ou 


du 


Ou 

ITz' 


du         de         Oiv 
ôx        ây         Oz 


Au  sujet  des  mouvements  permanents,  rappelons  deux  iliéo- 
romes  classiques  : 

Théorème  d'Euler.  —  Considérons  dans  le  Jluide  un  tube 
ou  filet  fluide  limité  par  un  ensemble  de  lignes  de  courant 
formant  une  sorte  de  canal,  et  par  deux  sections  nor- 
males A  et  B.  S'il  n'y  a  pas  de  forces  extérieures,  l'ensemble 

KiK.  I. 


MV 


des  pressions  (jui  s'exercent  sur  le  tube  ainsi  limité  est  équi- 
valent à  deux  forces  iMV,  M\|  normales  respectivement  aux 
deux  cloisons  A  e<  B:  M  désignant  la  quantité  de  fluide  qui 
s'écoule  par  le  tube  pendant  l'unité  de  temps. 

La   démonstration  "«îst    classique    {cf.    par   exemple,    N.    JoL- 
KOWSKi,  ylérodynamique.,  p.  I2,   Gauthier-Villars,  1916). 

Théorèsii-:  de  Bkrnoi  i,li.  —  Suppasons  que   les  forces  exté- 
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riemes  \.    \,   Z   clrrivenl   d'une  fonction    de  forces  U   et  que 
l'on  ait 

Posons 


on  au  ru 


J.       9   ' 


\  2—  Q  =  const., 


tout  le  l'in,:^  du  filet  fiuide  ;  la  constante  change  de  valeur, 
en  général,  d'un  filet  éi  un  autre. 

Introduisons  maintenant  lo  vecteur  tourbillon:  poson- 


()U 


OZ  (IT 

les  équations  (i)  s'écrivent  de  suite  sous  la  forme 
(2)  '  dx  \-  -i  I  '  •    ' 


Âdmeitniis  que   les   tourijillons  soient    partout  nuls.    Il   existe 
alor*  un  potentiel  ç  pour  les  vitesses,  tel  que  1  un  ait 


d9 
,)x 


à'f 


HZ 


Les  équations  précédentes  donnent  dans  tout  le  lluidc 

y  2 

Q  —  —  =  const. 


C'est  le  théorème  de  BernouUi,  mais  avec  une  même  cons- 
tante pour  tous  les  fdets.  Cette  constante  est  connue  dès  que 
l'on  connaît  \'  et  Q  en  un  point  particulier  quelconque  du  cou- 
rant. 

Dans  le  cas  du  fluide  incompressible  et  irrotaticniïcl,  il  résulte 
de  ce  qui  précède  que/»  et  ç  sont  détei  minés  par  les  deux  équa- 
tions 


\z  = 


O-o 


,r-  z      <p  c 


dx^-      ()y- 


(^32 


et 


[m-m-mi-^-fi 


dp 


const. 
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Il  faudra,  en  outre,  tenir  compte  des  conditions  aux  limites; 
par  exemple,  si  le  lluide  reste  en  contact  avec  une  paroi  solide 
fixe,  la  vitesse  en  chaque  point  de  la  paroi  doit  être  tangente  à 
celle-ci,  ce  qui  donne,  en  désignant  par  a,  [3,  -/  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente  au  solide, 

dz,         ,  ôo  'Je 

a  — ^  -i-  1^  -^  -+-  Y  T^  =  o, 
ox  dy  oz 

c'est-à-dire 

d^  _ 

dn 

Dans  le  cas  d'un  mouvement  permanent  à  deux  dimensions, 
parallèle  à  un  ))ian  fixe  xOy,  l'équation  de  continuité,  qui 
s'écrit 

du        ()v 

()t        oy 

exprime  que  —  v  dx  -i-  u  c/v  est  une  différentielle  exacte  ;  on  peut 
donc  poser 

_d'l/  _        (^  _ 

dy  àx' 

6  est  la  fonction  de  couiant  ou  fonction  de  Stokes;  les  lignes  de 
courant  ont,  en  effet,  pour  équation 

dx        dy 

u  V 

c'est-à-dire 

d'l  =  o 

ou 

iL  =  const. 

Si,  en  outre,  il  n'y  a  pas  de  tourbillons,  on  a,  comme  plus 
haut, 

_dz  ,  _  ^ 

Alors  on  a  pour  cp  ou  'h  la  même  équation  indéfinie 

ox-         oy- 

les    fondions   o   et   '1/   sont    harmoniques    conjuguées;    de    plus, 
9  -f-  i'^    est    une   fonction    analytique    de    la    variable    complexe 

c  =  .r  -h  iy. 
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LE    PROBLliMK    Itli    DIRICIILET    DANS    LE    CERCLE    ET    DANS    L  ANNEAU. 


Nous  aurons  constamment  besoin,  dans  les  Chapitres  qui  vont 
suivie,  de  la  solution  de  deux  problèmes  dont  nous  donnons  ici 
le  détail'. 

Le  premier  des  prublôines  qui  se  posent  est  le  suivant  :  Déter- 
miner une  fonction  analytique  Y{z),  régulière  dans  tout  le 
cercle  \z\'^\,  et  dont  la  partie  réelle  prenne  sur  la  fron- 
tière (*  =  e'-^)  une  succession  de  valeurs  ^{s)  donnée.  Lne 
telle  fonction  n'est  évidemment  définie  qu'à  une  constante  près 
(  imaginaire  pure). 

Commençons  par  résoudre  un  cas  particulier  simple  :  suppo- 
sons que  les  valeurs  données  à  la  frontière  se  réduisent  à  0^ 
(constant)   et  O    sur   les   deux    arcs   séparés   par  les  points  e— '* 

Fis.    2. 


Il  est  aisé  de  vérifier  que  la  fonction 

aOo  _  0^  j^     /  I 
T.  iii 


:f(z) 


répond  à   ces   conditions   en    choisissant  pour  détermination  du 
logarithme  celle  qui  est  nulle  pour  5  =  0. 

La  fonction  Vo(ze~^i^)  a  donc  une  partie  réelle  qui  prend  la 
valeur  60  quand  z  est  situé  sur  l'arc  qui  va  du  point  e-''*~P'  au 
point  e'(''+?  ,  et  la  valeur  zéro  sur  le  reste  de  la  frontière.  On 
conclut  de  là  que  la  partie  réelle  de  la  fonction 


a,0,        0,  I  — ^      • 


•a,)0. 


e, ,      I  —  ze- 

•-r^log : 


'■p  —  ^/'-l 


-r£iog 
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sera   6],  O2,  ...,  '</,-  ...   sur  les   arc?  successifs   séparés   par   les 
points  I.  e'*i,  e'^^,  .  . .,  e'*/',  .... 

Fig.   3. 


Passons  à  la  limite  en  faisant  croître  indéfiniment  le  nombre 
des  points  de  subdivision  de  la  circonférence  et  désignons 
])ar<i^(5)  la  fonction  qui  représente  la  succession  des  valeurs 
de  'J  le  long  de  ces  arcs  successifs.  La  partie  indépendante  des 
logarithmes  dans  îC(s)  devient  évidemment 


I    r^"" 

—    f        'ï'(s)ds, 


el.  comme  on  a  approximativement 


7.1,-x  )e-'^r-' 


-    i  —  ze-'^f  I  — ;(?-'«/.-i 

la  |)artie  faisant  intervenir  les  logarithmes  devient 
f  "  é--'"'''I>(  s)  ds 


il 


1  —  ze^"' 
d'où,  en  définitive,  la  fonction  limite 

"""  I  —  ze-'i 


-'=  —    / 


ze 


*(«)  ds. 


Observons  ici  que,  si  l'on  veut  —  comme  ce  sera  le  cas  dans 
la  suite  —  que  la  fonction  t>i(z)  vérifie  la  condilion  10(0)  =  o,  il 
en  r('siilte  immédiatement  pour  'l*(s)  la  relation 


/       <lUs)  ds  =  o. 


Si,  d'autre  part,  la  fonction  ^l>(s)  vérifie  la  condition 
'\>{-i-  —  s )  =^  ^(a-), 
la  foi/iiule  pri-cédente  se  réduit  à 


,(z) 


U 


•IZ  C(.)S.V  H-   3 


—  <I'(.s)  ds. 
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Le^  fdiimiles  précédentes  ne  sauraient  être  appliquées  sans 
piécaution>  jusque  sur  la  circonférence  [s]  =i,  car  les  points 
de  subdivision  des  intervalles  primitifs  sont  des  points  singu- 
liers pour  la  fonction  r'v(-),  et  à  la  limite,  les  points  de  la  circon- 
férence sont  en  apparence  singuliers.  On  peut  éviter  cette  diffi- 
culté par  l'arlifice  suivant  :  prenons  d'abord  un  point  e'^  qui  ne 
soit  pas  singulier  pour  .7(5),  on  trouve  de  suite  que  le  coefficient 
de  /  dans  -'i  z)  devient  en  ce  point 


-      O.log 


—  OJo- 


Oolo! 


y-f 


ce  qu  on  peut  écrire 


et  à  la  limite, 

( 3 )  Tis> 


^  V[0,, -*(.;]  log 


'■'■P-\ 


[*(a)-*(î)] 

"  tan-' 


Si  <\'i  2-  —  s)  =  ^(s),  cette  formule  se  réduit  à 
Tisi=— -    /      [(l>(a)  —  <I»(5)]  (  col  ^ h  col — - —  \  d-x 

^  ■■  i/q  .  2  -'■        / 

_  sin5     r'"*(a) — <i>iS) 
T.     ,  1  ^       cosa  —  C0S5 

Ce  calcul  suggère  de  transformer  ox  s)  en  l'écrivant 


i,)(z)  =  — -    /        f«I»(a)  —  * 

s)     r'-'^-  i^  ze->- 


I  s  )] 


d'X 


<ï>  (  s  ) 


dy.. 


c'est-à-dire,   après    une   intégration    élémentaire,   en   supposant 

|2!<'- 
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Sous  celte  forme,  la  fonction  w(*)  est,  dans  le  cercle,  iden- 
tique à  la  valeur  primitive,  mais  cette  nouvelle  évaluation  reste 
valable  jusqu'au  point  e'-'  de  la  frontière;  la  partie  réelle  devient 
bien  égale  à  'ï>(5),  et  le  coefficient  de  i  coïncide  avec  l'expres- 
sion (3)  écrite  plus  haut. 

L'exactitude  des  formules  précédentes  est  évidemment  rendue 
Maisemblable  par  le  raisonnement  même  qui  y  a  conduit;  une 
vérification  simple  et  directe  peut  en  être  donnée  (cf.  notre 
Thèse,  ou  Bulletin  de  la  Société  mathématique^  '9i>)i  O" 
démontre  très  aisément  qu'au  voisinage  d'un  point  e'*  de  la 
frontière  où  ^(s)  est  continue,  la  fonction  oj(^)  est  elle-même 
continue,  et  que  sa  partie  réelle  tend  vers  <ï>(.s)  quand  le  jioiiU  z 
s'approche  du  point  en  question. 

Au  reste,  si,  dans  la  fonction 


W(  z) 


nou«;  faisons  z  =  re'^,  et  si   nous  calculons  la  partie   réelle,  nous 
la  trouvons  égale  à 


0(^.0=^/^     *(0 


ds. 


ir  cos  (  i  —  *)-+-/■- 

i\ous  reconnaissons  là  l'intégrale  de  Poisson,  et  la  façon  dont 
elle  se  comporte  au  voisinage  de  la  frontière  est  classique  et 
bien  connue  (cf.  Picard,  Analyse,  t.  f,  p.  ï^S:  t.  II,  p.  i6.  — 
Fatou.  Thèse,  Acta  mathematica,    1906). 

Cas  de  /'anneau.  —  Considérons  maintenant  un  anneau  cir- 
culaire, de  rayons  extrêmes  i  et  q  (  <ii).  Il  s'agit  de  trouver 
une  fonction  analytique  de  .;,  régulière  dans  la  couronne  et  cTont 
la  partie  réelle  prenne  sur  les  deux  frontières  des  successions  de 
valeurs  données  La  fonction  cherchée,  si  elle  existe,  n'est  évi- 
demment définie  qu'à  une  constante  près,  imaginaire  pure.  Voici 
sa  détermination;  telle  qu'elle  résulte  de  notre  Mémoire  des 
lîendiconti  fie  Palerme  (kjijj. 

Fi  g.   4- 


Résolvons  d'abord  un  problème  particulier  en  supposant  qne 
les  valeurs  données  se  réduisent  à  a,  o,  3,  o,  sur  les  arcs  respec- 
tifs qu'indique  le  dessin  ci-dessus  (fig.  4)-  Supposons,  en  outre. 
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.|iroii  ail 

Clierclion';  s'il  e\i?te  une  stTie  de  I-aiirent,  à  coefficients  réel*. 

!.»„(;■)  =  (7,,-f-  OiZ  -T-.  .  .—  a^z"  ^.  .  .-^  />,--!-..  .-+-  bn  —  — 

rcponilant  à  ces  conditions  :  la  partie  réelle,  pour  z  =:  e'%  est 

a,>-H  («i-i-  6|  )  COS5  -1-.  . .+  («„-{-  6,j)  cosns  --.... 
Ceci  doit  être  égal  à  y.  on  o;  d'où  les  relations 

a  5,, 

,  •?. a   sinni,, 

-         n 

Pour  s  =  y.e'-.  un  raisonnement  analogue  donnera 

«0  =  --   ' 

,       I  -2  [j  «in  nvi 

a„g"-^  bn  —  =   —  ■ ; 

^"         TT         n 

d'où  nous  lirons 

2X  -^        sinnjo         „       2a  v^    (/-"sinn^o      i 

?r  ^  /î(i  —  7-'«)  "  ~  2u  nii  —  q"-" )   z" 

I  1 

2  3-^    ^"sin/i^i  ^  h* 'V'^    ^^sinn,?!        i 

-  j^  ni  I  —  (/-"  )  "  ~  ^^  n(\  —  q"-"'\  z" 

1  1 

On  a  évidemment 

X^       siiwiSn  x^sin«.ç,,  V^sin/ii'o, 

> ^G"=>    L  -/;  +  ...+  X    l{qip-yi^,_ 


et  comme 


Vsin  nsi^  1    ,       I 

.     ^:;«=— .  loe- 


2  /.      "    I  —  ^  e"» 
il  vient 


n{y—qi") 


I    ,       (  I  —  ^  e-'-*'o  )  (  I  —  f/2  :;  g— '«'o  I .  .  .  { I  —  q'-P  z  «-'■'■o  ) . 

• —    __  lo"'  - - - ^ - — 

•xi     °      (i  —  ::e"o)(i  —  q"^ ze'^").  .  .{\  —  q'^i' ze^^").  . 
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l>liangeons,    dans   celle  formule,    j  en  —  ,   puis  .s,,  en  S[  et  c 

en   (jz    ou  —,   nous  obtiendrons  quatie  lormules  qui  conduisent 
imniëdiatemenl  à  écrire  i2o(^)  sous  la  forme 

l>o(.,,--  ^^--^^^'  ^  -^  log  ^i^2 . J 


■2  7Ï  IT. 


g(\, 


0  u 


-4^iog 


|J(,_^2/.-i^e-.J][^-ry2/'+'î^ 


ou  encore 


u.S(,-hijSi        7.1,       1  —  ze-'-' 
iî,(z)  =  -^ ^^ loo- 


I  —  c;  e'-'" 


7.1 

—  lO) 


1 

1 

^  ^  log-L '. _ 

I  i  ['  ~  ''""'  (''■^'"  "''  77^)  ""  '''"'' 

! 

Introduisons  maintenant  les  fonctions  elliptiques  construites 
avec  les  deux  périodes  atoi,  aw^,  la  première  réelle,  la  seconde 
purement  imaginaire,  «léfinies,  à  un  facteur  près,  par  la  condi- 
tion 

71  (I)., 

Rappelons  la  formule  connue  (c/.  par  exemple,  Tannkiiy  et 
Moi.K,  Fonctions  elliptiques,  form.  XXIX) 

j(aojiC)=  -^      ^  eiOi"Ji"'-|  1(  I  — 2^î/'cos'>-i'-t-(y^/'). 

J|(i-^^/')^  '  ' 
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Si  nous  posons 


,•  —  _L_  1,  o  -  _  i£ 
2/-     '^  *"       ■}.- 

il  vionilra 

i  CCS  2  TTC  =  ze~'^'>-^ 


ce  qui  nous  permettra  iinmédiateaient  d  écrire 


"Qd-r/î/^)". 


ro,  0)1 

—  oea  — 


1  sin' 


''  '       \ 


■Il  1 

et,  par  suite, 

1 

1 

T     -T—  log  ^ >o      sin     — ^  H 20,  (o,.>„ 

^       \^^  -        /  \     -i-l  2  /  ,^.       'o- 

/w,  OJ,        \       .      /log  3  Sn  > 

a     V- log  S  H 5o      sin    : 

\l~  '^'      J         \    '^ '  '>-  I 


On  trouve  aisément 


.      /log  s          A-o\ 
>in  (  — —. 1 

V      2 1  -l 


lOgô  5o 

sin  ' 

2f 


I  —  z  e"^o 
=  e-''^« — 


où  nous  tirons  enfin 


1 

f  J  [l  -  r'"  {^^""  +  ^)  -+-  '/'''] 

1 

/  '•'  1  ,  '"  i 

cr(  ^logs  -  — 


/W,  OJ, 

(    T-  log  ;   -+-    —  .S-„ 
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De  riK-me.   on  a  la  fonmilo 


73  (  9,  M  1  ('  )   = 


I   l(i  —  2q-i'-^  cosi-v  -~-  q''i'   '^), 


1 
et  LUI  calcul  entièrement  analogue  an  précéLlenl  nous  donne 

1 

'"1   ,  "^1        \ 


lO"  3  H S\ 


C 


Transportons     ces     résultats     dans     t^o(^);      les     termes     en 

I  -gi^o 

loo  — :—     se    détruisent;    un  terme    constant     et    un    terme 

"  I  —  ze-'^o 

en  log^    disparaissent   en    vertu   de    la    condition  (  4  )  et  il   reste 

finalement 

Q^(z)  = log 


llog.- 


^log 


log:; .V, 


Observons,  avant  d'aller  plus  loin,  quelle  est  la  signification 
de  la  condition  (4);  pour  cela,  imaginons  que  nous  fassions 
décrire  au  point  z  un  circuit  fermé  entourant  la  frontière  inté- 
rieure une  fois  dans  le  sens  positif,  alors  log  s  revient  à  sa  déter- 
mination primitive,  augmentée  de  .i/r;  or.  ou  sait  que  l'on  a 

a  (u  -+-  2101  )  =  —  e2'0i("+">i'(Tj/, 
C73 (  a  -t-  'JL  to  1  )  =  e2■o."'^-Wll  tj.,  Il  ; 

par   suite,    la    valeur   de  i2i,(^)est  modifiée   par   l'addition   delà 
quantité 

4''il*"l    /  fj  N 

— f^ — (<xs„—  [ii'i), 
laqu<lle  est  nulle,  d'après  la  condition  en  question.  Celte  condi- 
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tion  est  donc  celle  qui  assure  runiforinilé  de  la  fonction  i\,fz). 
Cela  posé,  supposons  qne  nous  décomposions  la  circonférence 
extérieure  en  n  petits  arcs,  ayant  pour  angles  au  centre  /], 
t-2,  •■•,  tp.  ...,/„,  les  arguments  des  points  milieux  étant  Oj, 
O2,  .,.,  Oy;,  ...,  6„;  à  chacun  de  ces  arcs,  faisons  correspondre 
une  certaine  constante  aj,  7.2,  ...,  y.,,,  ...,  ««;  décomposons,  en 
même  temps,  la  circonférence  intérieure  en  n  arcs  d'angles  au 
centre  Ui,  u^,  ...,  w„,  les  points  milieux  ayant  les  mêmes  argu- 
ments que  ci-dessus,  et  attribuons  à  ces  arcs  les  constantes  pi, 
p2,   ....  '.j„-  Formons  alors  la  fonction 


tilt 


Wl  ,  w, 

—  log^ 0,,— 


,,=1 


superposition  de  »  fonctions  analogues  à  il,,(z).  Nous  obtien- 
drons une  fonction  analytique  dont  la  partie  réelle  prendra  sur 
les  arcs  des  deux  circonférences  les  valeurs  respectives  'y.f,ou  [ip. 
Pour  que  cette  fonction  soit  uniforme  dans  le  domaine  annu- 
laire, il  est  inutile  d'exiger  qu'on  ait  séparément  n  conditions  de 
la  forme 

mais  seulement  la  condition  globale 

n  n 


qui,  d'après  le  calcul  du  paragraphe  antérieur,  exprime   évidem- 
ment l'uniformité. 

Passons  maintenant  à  la  limite,  en  faisant  croître  indéfiniment 
le  nombre  des  arcs,  chacun  d'eux  devenant  infiniment  petit; 
désignons  par  ^{s )  et  W{s)  les  deux  fonctions  représentant  la 
succession  des  valeurs  des  a  et  des  ^  sur  les  deux  frontières.  II 
st  clair  que  la  condition  précédente  fournira,  à  la  limite,  la 
condition 


(  3; 


Vovons  ce  que  devient  ii[{z).  Gomme  on  a  approximativement. 


iC) 

pour  I ,,  petit, 

C.J, 
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-r-  loS  -3 t), 

IT.         "  -        ' 


C.Ji 


-  ?  -  n 


avec  une  formule  analogue  pour  la  fonction  173,  on  aperçoit,  par 
un  calcul  élémentaire,  que  ^1(3)  prend  finalement  la  forme 

Daprès  sa  formation  même,  cette  fonction  i2(5)  résout  très 
vraisemblablement  le  problème  posé.  Il  est  aisé  de  le  vérifier, 
en  s'assurant  que  la  partie  réelle  de  Î2(5)  tend  vers  4>(5)  quand 
le  points  s'approche  du  point  e'-'  delà  frontière  extérieure  par 
exemple.  A  cet  effet,  formons  la  différence 

Introduisons  les  fonctions^  de  Jacobi  ;  on  ?ait(TANNERV  et 
MoLK,  form.  XXXIII,  7)  que 


tu  = 


>l  2  0)1     ^ 


\  -*  '■'  1  / 


d'autre    part,    la   formule   (Tanneuv  et    Moi.K,    foirn.   XWil.    5» 
conduit  à 


=  -  cot  -  r 


.vil' 

On  (Ml  conclut 


■2; 


.')  -  q"  sin  iT.v 


I  —  2q''"  ces  2  T.V  -]-  q  '*" 


r  ,11            -              T.  Il          ■>.  -  X'^ 
K  =  — , cot î 7 

'.)  1  ■/>  M  I  '^  f,)  I  M  I  ^md 


.       -  Il 

q"  sin  — 

'■'I 


1     \—>q' 


q'" 


Kn   faisatii    <hin«  i-o<   foiniules   11  - -  r—  lo^  ;; —   — s,   on    a    taci- 

m      "  T. 
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lemcnl 


:(^i..^-^)  =  ^G'o..-.)-;i^f 


7^2 


,/Wse-/.s_i  e» 


I  —  <y2«  I  2  e^'^  H e"  ]  4-  «y* 


et 


ï    1  — ^  a  e?" 


'0 1  ''^>  I     . 


2 


ry"  (^e-'^-   \e'-A 


,    (i  —  q^'^ze-'-')  (  I  —  (72"  -^  e'A 

Sous  celte  forme,  il  est  manifeste  que  la  fonction  de  ^ 

3    f      <P{s)l]{z,s)ds 
"  «^  I) 

se  comporte  régulièrement  dans  la  couronne  et  y  est  continue, 
y  compris  sur  la  circonférence  de  rayon  i.  Lorsque  le  point  :; 
tend  vers  le  point  e'^,  l'intégrale  ci-dessus  tend  d'ailleurs  vers  la 
valeur  imaginaire  pure 

"V  af/"sin(6  — s)  "I 

(  0  —  5  )  -H  >   -i -^ —     ds. 

^^  1  —  •2^-"cos(6  —  s)-\-  q*"  \ 
1 

Dans  les  mêmes  conditions,  l'intégrale 

^  f'''yV(s)l,i^:^\o<i^z-"-^s\ds 

tend  également  vers  une  valeur  imaginaire  pure,  et  il  en  résulte 
que  la  partie  réelle  de  la  différence  Q,{z)  —  to(^)  tend  vers  zéro. 
Par  suite,  la  façon  dont  se  comporte  la  partie  réelle  de  ^(s)  au 
voisinage  de  la  frontière  |^|  =  i,  dépend  uniquement  de  la  façon 
dont  s'y  comporte  la  partie  réelle  de  oj(2).  Par  suite,  enfin,  à 
cause  des  résultais  d'un  paragraphe  antérieur,  la  fonction  il{z') 
répond  bien  au  problème  posé,  en  ce  qui  concerne  la  frontière 
extérieure.  Un  raisonnement  analogue  étant  évidemment  valable 
pour  la  frontière  intérieure,  il  est  manifeste  que  le  problème  est 
complètement  résolu  par  notre  fonction  il{z). 

Si  Ion  a   besoin    d'utiliser  la    fonction  Sliz)  sur   les  frontières 

mêmes,  les   formules  ci-dessus   ne  seront  pas   directement  a|)pli- 

cables,  pour  des  raisons  analogues  à  celles  qu'on  a  signalées  plus 

haut    relativement    à    wfs).    Mais    reprenons   d'abord    la    fonc- 

.^cicnlia.  n°  .38.  1 


i8 
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lion  t>|{s),  et  faisons-y  z  =  e'^,  z  étant  supposé  pour  l'instant 
(lifTt'ient  d'un  des  points  de  subdivision;  la  partie  réelle  de  i.i(-) 
devient  égale  à  l'un  des  a^  ;  quant  à  la  partie  imaginaire,  on 
constate  sans  peine  qu'en  la  désignant  par  iSfî),  on  a 


G(0 


-zVa,log 


On  voit  que,  lorsqu'on  passera   à  la  limite,  ta  seconde  somme 

tendra  vers 

,27: 


"21    l^'\^^s)U'-^ie-.s)ds, 


mai^  la  première  somme  comporte  un  terme  qui,  sous  sa  forme 
actuelle,  deviendrait  infini,  de  sorte  que  la  limite  n'est  pas  immé- 
diate. Mais  on  peut  certainement  écrire,  en  su|)posant,  pour 
simplifier,  que  l'un  des  points  de  subdivision  ait  un  argument 
nul. 


Saplog 


'/-\ 


"r-'i) 


'T^-V-ïj 


=  X[a/,-<l.(s)]loj 


'"t 


tn 


^h-^/'-Ï 


\^'i 


fl>(c)l0g 


0), 


■J.-) 


et  sous  cette  forme,   on    voit  apparaître   la  limile  de  la  première 
somme  et,  par  suite,  la  limite  Ti'e)  de  G(£j.  sous  la  formé 


T(£) 


s  )  ds 

,27r 


=  ^    f"['\>(.s)~<l>U)\:/jlie- 

-       \         r.)  t:-  J.  ■    -    ■ 

On    trouve   de   même    que,    pour  un  point  yt''-  de   la  circonfé- 
rence intérieure,  la  partie  imaginaire  /G'  de  l>(c)  est  fournie  par 


G'fs) 


_  2^  /       ni  -,  .ç  )_  q  ■(£,)]  r  '^'  (t-s)ds  A- 


i)Mx.) 
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Ceci  aiiicne  tout  natuiellenient  à  transfoiiner  l'expression  de 
la  fonction  ii(3)  de  manière  à  lui  donner  une  loiiue  valable 
jusqu'en  un  point  des  frontières.  Supposons,  pour  le  moment,  z 
intérieur  à  lanneau,  et  écrivons  le  premier  terme  de  ti  aiu>i 
qu'il  suit  : 


^n 


<l.(5)_(l)(ç)|^ 


loi 


sèment 


(  )n  liouve  aisément 


et,  par  suite,  on  peut  écrire 


'-^    T'"  \<l'iS  >  ~  'i>(z)\>:Ç^^\os  z  ~  '^  .^J  CÙ 


-^^(î) 


-^/ 


!'  Ol  '■'!    .  /log^ 


^■,s>lJ'^\osz 


^')- 


Sous    cette   forme,    l'expression    de  Q(z)  est   valable  jusqu'au 
point  e'^  de  la  frontière  extérieure. 

Par  un  calcul  analogue,  on  peut  mettre  Q  sous  la  forme 


.s  )   d.S 


'"■'■■■■r.,,''' 


qui  est  valable  jusqu'au  point  yt''-  de  la  frontière  intérieure. 
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ETLDE    DE    LA    RESTSTANIIE   OPPOSEE    PAR    UN    FLL'IDE   AU    MOUVEMENT 
d'un    SOLIDE    qu'il    BAIGNE. 


Paradoxe  de  d^Alernbert.  —  Nous  supposerons  esseiitielle- 
inenl  tout  d'abord  qu'il  s'agisse  d'un  mouvemenl  partout  con- 
tinu (en  ce  qui  concerne  la  pression  et  la  vitesse)  et,  en  outre, 
permanent  et  sans  tourbillons. 

f*laçons  un  solide  dans  un  courant  fluide  limité  par  un  tube 
cylindrique,  et  supposons  pour  un  instant  le  fluide  incompres- 
sible; le  solide  sera  animé  d'une  translation  uniforme,  ou  mieux, 
nous  pourrons  imaginer,  en  imprimant  à  tout  le  système  une 
translation  opposée,  que  le  solide  est  au  repos,  et  le  fluide  animé 
d'une  vitesse  uniforme  à  l'infini.  Isolons  alors  le  volume  fluide 
compris  entre  le  cylindre  et  deux  sections  droites  très  éloignées 
des  deux  côtés  du  solide;  décomposons  ce  volume  fluide  en  lubes 
de  courant,  à  chacun  desquels  nous  appliquerons  le  théorème 
d'Euler;les  pressions  latérales  sur  les  filets  disparaîtront  deux 
par  deux,  et  il  restera  la  pression  à  la  surface  du  solide  et  la 
pression  à  la  surface  extérieure.  Or,  en  négligeant  les  variations 
de  pression  dues  à  la  pesanteur,  négligeables  dans  les  conditions 
usuelles,  on  a.  d'après  le  théorème  de  Bernoulli, 

- — 1 V  -  =  const. 

P         -^ 

\  de  grandes  distances  du  solide,  la  vitesse  Vq  est  parallèle 
aux  génératrices  du  cylindre,  et  elle  est  la  même  des  deux  côtés, 
car  le  débit  doit  êtie  le  même  à  l'amont  et  à  l'aval;  donc  la 
pression  est  aussi  la  même  sur  les  deux  sections  éloignées,  et 
les  pressions  sur  ces  deux  faces  se  détruisent;  les  pressions  sur 
les  bords  du  canal  n'ont,  d'autre  part,  pas  de  composante  paral- 
lèle au  courant.  De  plus,  les  deux  quantités  de  mouvement  sont 
les  mêmes  sur  les  deux  sections  droites  en  question,  et  elles  se 
détruisent  également.  Le  théorème  dKuIer  donne  donc,  finale- 
ment. 

Résistance  parallèle  au  courant  =  o. 

La  pression  totale  exercée  sur  le  solide  n'a  donc  pas  de  com- 
posante s'oj)posant  an  mouvement.  Ceci  constitue  le  paradoxe 
de  d'Alemberl. 


ETl  DE    DE    l.X    RESISTAACE    OPPOSEE    PAH    UN    FLUIDE,    ETC.  V.  1 

Si  Ion  sii|)|)ose  que  les  parois  du  canal  s'éloignent  indéfini- 
ment du  solide,  on  aura  le  cas  d'un  solide  placé  dans  un  courant 
illimité  dans  tous  les  sens.  Mais  nous  allons  reprendre  la  ques- 
tion, dans  un  cas  du  reste  plus  général,  par  un  calcul  dû  à 
M.  U.  Cxiolli  {Rendiconti  del  Circolo  di  Palermo,  1909,  11). 

Nous  supposerons  p  variable  (fluide  compressible)  el  nous 
attacherons  trois  axes  Oxyz  au  solide  S  mobile  avec  la  vitesse  Vy 


par  rapport  à  un  système  fixe  0?ï,Ç,  les  axes  des  z  el  des  "Ç  coïn- 
cidant, de  sorte  qu'on  aura 


=  y\ 


\»t. 


I.e  mouvement  étant  permanent  relativement  au  solide,  les 
vitesses  u,  i>,  w,  une  fois  exprimées  en  fonction  de  cv,y,  z,  ne 
dépendront  pas  du  temps  t.  Ceci  posé,  on  a  l'équation  de  conti- 
nuité el  le«  équations  du  mouvement  sous  la  forme 


dp 
'di 
au 
Tt 


à(pu] 
'dï 


du 


àC 

du 
dl 


\    dp 

0  Ih 


Mais  si  une  fonction /j  (ar,  ^,  z)  ne  dépend  pas  de  t,  on  a 

f,{x,y,z)  =fal  r,.  -  -  Vo^.)  =f(î,  r„  r,  t) 
et.  par  suite, 

d\         dx  '  ôr^         dy  '  dl_         dz  '  dl  "   ôz  ' 
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Par  conséquenl,  les  équations  précédentes  peuvent  s'écrire 

(}{cu)        ô(ov)        d(pw)  dp 

— \ ' j '■ i =   '  «  T~  ' 

iJx  ôv  ''3  oz 


l'i)  i    dp        ^,    ôi(        /     On  ()u  Ou 

;i-  =  \  0  — -  —  \  u- 1-  f 1-  (i'  -^ 

s  <iT  (iz        \    (Ix  ôy  ()z 


D'autre  part,  sur  la  surface  7  de  S,  la  vitesse  du  tluide  est 
assujettie  à  être  tangentielle,  ce  qui  donne,  en  désignant  par  a, 
3,  V  les  cosinus  directeurs   de  la    normale  à  cr,  vers  le  solide, 

u  y.  -H  r  3  -h  iv  Y  =  Vo7      sur  t. 

A  l'infini,  nous  supposons  le  iluide  au  repos, 

a  =  p  =  lï'  =  o,     à  l'infini. 

Ceci  posé,  la  résistance  directe  éprouvée  par  le  solide  dans  le 
sens  du  mouvement  est 

ou,  d'après  la  formule  de  Green, 

en  désignant  par  dM  l'élément  de,  volume  dans  le  tluide,  et  en 
tenant  compte  de  ce  que  l'intégrale  /  1  py  dfj,  élendue  à  la  sur- 
face d'une  sphère  de  rayon  très  grand,  est  nulle;  en  effet,  le  fluide 
étant  en  repos  à  l'infini,  la  pression  y  est  constante,  en  l'absence 
de  forces  extérieures,  et  l'on  a 

Hevenanl  à  R;  donnée  parf-),  nous  voyons  que  la  dernière 
équation  (6)  donne 


"= = \fJ'I/^"-  -SIX'  ("^ --  -  "  - 1"- 


Transformons   par  la    furmule  de  Green,  en  tenant   compte  de 
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la  première  é(|iiation  ((i),  il  vient  successivement 

r  r  r  /  '^^^      >^^'^       t'"'  \  , 

J  J A.^^^~  ~^  ~^y~ '^  ^^^ y '" 

=         /     /  p  ip{ z «  -i-  it^  —  Y  iv  )  ch  —  Vo  /     /     /   («'  ^  d'.> 

«/     «.'(7  «y      U     l'  \        ''-' 

=  V„  J^  /"  .  .v^  V  ./.  _  \  0  J  j    1^  .V  £^  rfco, 

en  supposant  que   ii,  v,  w   s'annulent  à   l'infini  suffisamment  vite 
pour  que    /    /  ^wiii-x-^  v2i -h  wf)  di    tende   vers    zéro.    On 

aura  ensuite,   en   supposant  encore  que    /    /  ptvv  ch  tende 

"^     "^sphère  oo 

aussi  vers  zéro, 

Et,  par  conséquent,  on  en  déduit  finalement 

ce  qu'on  désirait  démontrer. 

Du  point  de  vue  analytique,  l'annulation  assez  rapide  de  la 
vitesse  à  l'infini  est,  en  elfet,  assurée,  comme  on  peut  le  déduire 
facilement  de  théories  connues  et,  par  conséquent,  le  paradoxe 
constitué  par  le  résultat  trouvé  ci-dessus,  était  contenu  dans  les 
hypothèses  mêmes  sur  lesquelles  on  a  fondé  le  calcul.  Mais  si 
nous  sommes  bien  assurés  de  trouver  des  valeurs  continues  pour 
u,  f,  IV, />,  p  satisfaisant  aux  équations  (6),  à  l'équation  com- 
plémentaire et  aux  conditions  aux  limites,  rien  ne  nous  permet 
d'affirmer  a  priori  que  les  valeurs  trouvées  pour  y?  seront  partout 
positives.  Or,  si  la  pression  p  prend  des  valeurs  négatives,  la 
solution  analytique  n'est  pas  une  solution  physiquement  accep- 
table. C'est  justement  ce  qui  se  passe,  comme  nous  le  consta- 
terons un  peu  plus  loin.  Du  point  de  vue  physique,  la  solution 
envisagée  ci-dessus  n'a  donc  aucun  sens. 

Donnons  en  passant  un  exemple  explicite  d'une  telle  fausse 
solution  :  supposons  qu'il  s'agisse  d'une  sphère  de  rayon  R, 
jouant  le  rôle  du  solide  S  précédent,  placé  dans  un  fluide  incom- 
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pressible;  nous  "supposons  un   polenliel  o   pour  les  vitesses;  à  la 
surface  de   la    sphère,   la   vitesse   (normale)   doit  être    celle  de 

Fig.  G. 


M'.r-i/X 


l'élément  de  surface,  car  la  vitesse  relative  est  uniquement  tan— 
gentielle,  donc 

à<D        ,,  , 

— i-  =  VqCos6. 
dr 

On  vérifiera  sans  peine  que  la  fonction  harmonique   • 

VoR^'       fi 
o  = — coso 


répond  à  cette  condition,  tout  en  donnant  des  vitesses  nulles  à 
l'infini.  Les  lignes  de  courant  dans  un  plan  méridien  conte- 
nant Os  sont  les  trajectoires  orthogonales  des  lignes  <v  =  const. 
On  trouve 

•b  =:  sin-li  =  const.  , 


Si  la  sphère  était  immobile,  et  le  lluide  animé  de  la  vitesse  \'o 
à  l'infini,  le  potentiel  des  vitesses  serait 


—  VnCOsO I   7 


R3 

2  /•"- 


et  l'on  aurait 


Vo 


i};  = sin^O     /-s 


H» 


R3 

2  r^ 


Le  mouvement  relatif  est  permanent,  les  trajectoires  des  molé- 
cules fluides  sont  les  lignes  'l'  =  const.  ;  ces  trajectoires  sont  symé- 
triques ]»ar  rapport  au  plan  orOy,  et  V^  prend  la  même  valeur 
aux  points  symétriques;  il  en  est  donc  de  même  de  la  pression/», 
définie  par  la  formule 

0  ■>. 


const. 


On  vérifie  donc  que  la  résistance  totale  éprouvée  par  la  sphère 
est  bien  nulle. 
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Parmi  les  hy[)Othcse«  faites  au  début  du  calcul  qui  a  conduit 
au  paradoxe  de  d'Alenibert,  il  y  en  a  donc  au  moins  une  qui 
n'est  pas  conforme  à  la  réalité  physique,  et  qu'il  va  nous  falloir 
rejeter;  cette  hypothèse  est  celle  de  la  continuité  :  nous  avions 
admis  que  la  pression  et  les  vitesses  variaient  d'une  façon  con- 
tinue dans  tout  le  fluide:  or  s'il  est,  en  ellet,  impossible  de  réa- 
liser des  discontinuités  pour  la  pression  dans  un  llnide  à  l'état 
permanent,  l'expérience  journalière  nous  montre  qu'il  n'en  est 
pas  de  même  pour  les  vitesses;  il  peut  fort  bien  se  former  ce 
que  l'on  appelle  des  «  surfaces  de  discontinuité  »  pour  les  vitesses  : 
surfaces  telles  que  la  vitesse,  variant  continûment  de  part  et 
d'autre,  éprouve  une  variation  brusque  finie  en  trave"sant  ces 
surfaces;  c'est,  par  exemple,  l'existence  de  telles  surfaces  qui 
explique  la  présence  de  la  zone  tranquille  qu'on  observe  derrière 
le  coupe-vent  d'une  automobile. 

Paradoxe  de  M.  M.  Brillouin.  —  Le  paradoxe  de  d'Alembert 
reste  inévitable,  même  si  l'on  introduit  dans  le  fluide  des  sur- 
faces de  discontinuité,  tant  qu'on  n'admet  pas  que  ces  surfaces 
s'étendent  jusqu'à  l'infini. 

Reprenons,  en  effet,  notre  fluide  compressible,  contenant  le 
solide  S,  et  supposons  que  les  vitesses  ii ,  c,  w  s'annulent  à  l'in- 


o.,[\  T, 


fini  de  telle  manière  que  les  intégrales  de  surface  étendues  à  une 
sphère  de  rayon  très  grand,  tendent  vers  zéro  à  la  limite;  soient, 
d'autre  part,  S  les  surfaces  de  discontinuité,  supposées  non 
étendues  à  l'infini;  nous  distinguerons  par  l'indice  i  ou  2  toutes 
les  quantités  u,  r,  (*>,  p,  p,  .  .  .  ,  relatives  à  un  côté  ou  l'autre 
de  S.  Kn  reprenant  le  calcul  tel  qu'il  a  été  exposé  plus  haut, 
nous  trouverons  d'abord  immédiatement  pour  la  résistance 
dir«*cte 

Transformons  par   la    formule  de  Green,  en   tenant  compte  de 
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la  présence  de  i^,  il  vient 

u'  — —  !  ato 


=    /     I   pivdici. -{- P^ -+-  w;  )  (Il — ^0  /     /     /    »' -f- (i<M 
'+'11    [?l*'''l("-l^i-^^lh-^^l'{i)^?i^'^2('-h0^i-^^i'^i-^*'^r:i)]d^; 


c'est-à-dire 


-+-   f      I    [pi  «'i< '^la, +...) -H  p2  tV2(«<25'-2 -!-••.)]  '^^• 

En  appliquant  encore  une  foi?  la  formule  de  Green  pour  le 
premier  terme, 

//XK-'s?^-)*" 
=v.//C'-^'rf„-v./"yjp,„,-„+p.,.v,'=)</"i 

—  Vo    /     /      /    VC-j-tho-i-  I      I    [p,»',(WiXi-t-...)-)-p2(V2(.M2^2  +  -")]rfS. 

Or,  si  le  régime  est  permanent,  toute  surface  de  discontinuité 
se  déplace  parallèlement  à  elle-même  avec  la  vitesse  ^o•  donc 
(in  a 

"1^1-4-  Vi  Pi-f-(?.',y,=  VoYi, 

//2X2  -4-  ('2  ^2  -)-  «^'272  =  V0Y2, 
et  il  reste 

/X(K"£-)--\//X[^-'.^]'"" 

='"XXX°^''"- 

Donc,  enfin, 

\\:=  o, 

ce  qui  nous  redonne  le  paradoxe  de  d'Alembert. 
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Donc  la  pié«ciioo  (indispensable  d'après  oe  (|ui  précèdej  des 
snrfaces  de  discontinuité  ne  permet  (réchapper  au  paradoxe  que 
si  ces  surfaces  s'éloignent  indéfiniment. 

Cette  démonstration  est  faite  en  supposant  le  lluide  indétiiii 
dans  toutes  les  directions.  Le  même  résultat  subsiste  (H.  Villat, 
Jnna/t's  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,  191 5)  pour 
un    fluide    limité,    qui    s'étend    à    linfini    dans    une    direction    au 


moins. 


Dans  ces  conditions,  l'iiypothèse  du  repos  à  l'inliiii  n'est  plus 
non  plus  réalisée  :  le  solide  mobile  d<jit  entraîner  avec  lui  tout 
un  sillage,  étendu  à  l'infini,  et  qui  se  déplace  en  faisant  corps 
avec  lui. 

Mise  à  part  la  question  de  la  valeur  de  la  résistance  R^,  si  les 
surfaces  de  discontinuité  ne  s'étendent  pas  à  l'infini,  M.  M.  Bril- 
louin  a  démontré  qu'il  y  a  sûrement  dans  le  fluide  des  régions  où 
la  pression  est  négative. 

Nous  supposerons  le  mouvement  permanent,  le  fluide  incom- 
pressible, et  la  pression  égale  a  Po  infini.  Le  solide  S  est  fixe,  et 
le  fluide  animé  de  la  vitesse  Vq.  Dans  le  sillage,  supposé  faire 
corps  avec  S,  la  pression  est  constante  et  égale  par  suite  k  p(,. 
Dans  le  fluide  en  mouvement,  on  a  partout 


-  V'^H-  const. 
2 


Sur  la  surface  de  discontinuité  S,  on  a  p  =  p^^  donc  la 
vilesse  V  est  constante  sur  S,  donc  elle  y  est  égale  à  Vo,  qui  est 
sa  valeur  à  l'inlini.  On  a  donc  dans  le  fluide 

/i^  =  i(V.-V.,. 

Or  Pq,  pression  à  l'infini,  est  une  constante  positive  en  somme 
arbitraire,  et  qui  peut,  selon  les  conditions  d'expérience,  rece- 
voir une  valeur  (positive)  quelconque.  Pour  que  p  ne  puisse 
jamais  devenir  négatif,  il  faut  que  V  ne  devienne  nulle  part 
supérieur  à  Vy. 

Gela  étant,  supposons,  comme  il  est  permis,  /?o  =  o.  En  modi- 
fiant d'une  façon  insignifiante  les  raisonnements  d'un  paragraphe 
antérieur  i  p.  ■>■>.).  en  étendant  les  intégrations  à  l'intérieur  d'un 
volume  fluide  limité  par  une  surface  S],  et  en  désignant  par  7..  [3,  y 
les  cosinus  de  la  normale  à  Si  vers  l'extérieur,  on  trouvera 
immédiatement 

/     1  P\'  '^''  '^  I     I  p  "' (u'^  ^  V  p -^  iv  y)  di —   /     /   pVoH'-;<iT  =  o. 

Cette  égalité  reste  vraie  même  si  le  volume  fluide   est  découpé 
par  des  surfaces  de  discontinuité,  rencontrées  ou  non  par  S).  Si. 


a8 
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d'uulre  part,  nous  supposons  le  fluide  incompressible,  l'équation 
de  continuité  entraîne  l'égalité 

//  (  uy.  -H  p  [3  -H  (V  Y  )  ch  =  o. 
Une  combinaison  simple  des  deux  équations  ci-dessus  donne 

Formons  alors  une  surface  Si  au  moyen  d'un  plan  P  normal  à 
Oz  et   ne  rencontrant  pas  le  corps  solide,   et  construisons  une 

Fis.  8. 


hémisphère  de  centre  G  dans  I',  du  côté  où  ne  se  trouve  pas 
le  solide  ;  Si  sera  constitué  par  le  grand  cercle  ~  et  la  demi- 
sphère  :i'.  Sur  le  grand  cercle,  on  aura 


a  =  a  =o, 


( — I  si  F'  est  eu  avant  du  solide,  H- i  s'il  est  en  arrière).  Donc 
^/     i  ip -^  ^»>^)d-  -^  I         (p -h  pw'^)^[  d7 

J      «-'TT  •         •    T.' 

-}- p   /     /   {w  —  Vo)  («a -I- cP)  ^T=  O. 

J      .     7j' 

Alors,  si  le  lluide  est  en  repos  à  l'infini,  de  telle  manière  que 
r-u,  r'^v,  r'-w,  r^p  tendent  vers  zéro  quand  la  distance  /■  d'un 
|)nint  à  l'origine  devient  infinie,   si   nous  faisons  croître  indéfini- 
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ment  le  rayon  de  r.',  les  intégrales  sur  ::'  disparaissent  et  il  resie 


ff 


(  p  -H  p  (V*)  «?-  =  (>. 


Gela  exige  que  p  soit  négatif,   au   moins  dans  certaines  régions 
du  plan  P.  C'est  bien  le  paradoxe  de  M.  Brilloiiin. 

Cette  démonstration  n'exige  pas  le  repos  partout  à  l'infini,  elle 
vaut  si  le  repos  a  lieu  seulement  du  côté  du  plan  P  où  ne  se 
trouve  pas  le  solide.  Pour  éviter  le  paradoxe,  il  faut  donc  que  le 
lepos  n'ait  lieu  à  riiifini,  ni  à  l'arrière  d'un  plan  perpendiculaire 
à  la  translation  du  solide  et  mené  à  l'arrière  du  solide,  ni  à  l'avant 
d'un  plan  perpendiculaire  à  cette  translation  et  mené  à  l'avant 
du  solide. 

Ainsi,  de  tout  ce  qui  précède,  il  résulte  que  nécessairement  la 
surface  de  discontinuité  doit  s'éloigner  à  l'infini  et  qu'elle  doit 
être  convexe  vers  le  iluide  en  mouvement.  Par  suite,  la  largeur 
de  la  nappe  stagnante  ne  peut  jamais  diminuer  quand  on  s'éloigne 
du  solide;  tout  au  plus  peut-elle  tendre  vers  une  limite,  pour 
certaines  directions  normales  à  la  direction  générale  du  courant. 

Donc,  en  l'absence  de  viscosité,  le  trouble  à  l'arrière  persiste 
à  toute  dislance.  Pour  la  naissance  du  mouvement  discontinu, 
ce  n'est  pas  la  viscosité  qui  joue  un  rôle  important,  c'est  l'insta- 
bilité des  pressions  négatives.  Or,  s'il  est  possible,  en  privant  un 
liquide  de  tout  gaz  dissous,  de  lui  faire  supporter  des  pressions 
négatives,  cela  reste  une  expérience  délicate:  dans  tout  liquide 
aéré  et  qui  contient  quelques  poussières,  les  pressions  plus  petites 
que  la  tension  maxima  de  vapeur  sous  la  température  actuelle  du 
liquide  sont  instables.  Donc,  dans  un  liquide  naturel,  surtout  s'il 
est  peu  visqueux,  la  surface  de  discontinuité  naîtra  facilement  et 
sa  naissance  sera  accompagnée  de  la  formation  de  petites  bulles 
de  gaz.  Si  la  viscosité  intervient,  ce  sera  surtout  pour  résoudre, 
à  l'arrière,  la  surface  de  discontinuité  en  spires  persistantes 
figurant  des  tourbillons. 

Quoi  qu'il  en  soit,  nous  allons  voir  dans  le  Chapitre  suivant  la 
mise  en  œuvre  des  hypothèses  qui  viennent  de  s'introduire  dans 
la  théorie  du  fluide  parfait. 
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Nous  supposons  le  fluide  incompressible  à  deux  dimensions 
(nous  ferons  p  =  i,  par  un  choix  d'unités  convenable);  nous 
admettons  en  outre  l'absence  de  tourbillons.  La  vitesse  du  courant 
fluide  qui  vient  heurter  le  solide  S  est  horizontale  et  égale  à 
l'unité  aux  grandes  distances.   Parmi  les  lignes  de  courant  il  en 

Fig.  <). 


est  une  qui,  en  un  |)oiiit  0  du  front  du  solide,  se  divise  pour 
entourer  l'obstacle,  dont  elle  se  détache  de  part  et  d'autre  en 
deux  points  Pt  et  P),  pour  délimiter  à  l'arrière  le  sillage,  néces- 
sairement indéfini,  que  nous  supposons  faire  corps  avec  le  solide. 
Partout  la  vitesse  ^  du  fluide  doit  être  positive,  sauf  au  point  O 
où  elle  sera  nulle.  Bien  entendu,  nous  admettons  que  le  profil 
de  S  est  suffisamment  régulier  pour  que  le  courant  n'abandonne 
pas  ce  profil  en  quelque  point,  pour  venir  ensuite  le  rejoindre 
plus  loin  à  l'arrière  (ce  cas  est,  du  reste,  parfaitement  possible,  et 
l'on  verra  plus  loin  la  manière  de  le  traiter  par  le  calcul  ). 

Introduisant  le  potentiel  des  vitesses  tp,  et  la  fonction  de  cou- 
rant ']),  que  nous  supposerons  nuls  tons  deux  au  point  O,  nous 
poserons 

z  =  T  -h  iy,         ir  =  i(  —  fV,         f  =  -^  -{-  ii\i. 


en  sorte  qu  on  a 


dz 
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et  l'on  doit  avoir  les  conditions  suivantes  : 

D'abord  i  =:  u  sur  les  lignes  rrr|.  ct,.  ),i,  X?  ^  Jfg-  il  i- 

Knsuile.   comme  -îl  =  »   tend  vers  r  quand  z   s'ëloione  indéfi- 

nimont.  on  doit  avoir 

Il III  \  f  \  =  :x  pour  z  •--  yi. 

Fuis,  dans  le  sillage,  où  la  vitesse  est  nulle,  la  pression  est 
constante:  designons-Ia  par  p^\  dans  le  fluide  en  mouvement, 
l'équalion  de  Hernoiilli  fournil  alors  la  condition 

(7)  /?  =/)o-^ -II— V'-), 

la  constante  ayant  été  clioi^ie  de  façon  qu'à  l'infini  sur  les  bords 
du  sillage  on  ait  à  la  fois  V  =  i  et  />  =/)u- 

Introduisons  la  représentation  de  la  région  A  occupée  par  le 
lluide  en  mouvement,  sur  le  plan  de  la  variable/'.  Il  est  clair  que 
cette  représentation  est  fournie  par  le  plan  /"  tout  entier,  coupé 
le  long  du  demi-axe  réel  qui  correspond  aux  lignes  tîti  ),,,  ttt,/.^. 
o  va  du  reste  constamment  en  croissant  quand  ;;  parcourt  ttî;  —  Xi 
par  exemple,  car  en  appelant  s  l'arc  compté  sur  la  ligne  de  cou- 
rant, on   H 

dx        II  dy        f  d'^        ûo  dx        ôz.    dy 

ds         \  ds         \  ds         dx   ds    '    a  y   ds  ^ 

y  est  une  fonction  de  z  régulière  dans  la  région  A;  pourz  infini, 
y  e*t  infini.  L'équation  /  ^^yfz  )  définit  la  corresj)ondance  entre 
les  deux  plans. 

Inverseiuent  du  re-^te.  3  est  une  fonction  de  y,  dans  le  plan  / 
coupé  le  long  de  la  demi-droite  O x  :  elle  y  est  régulière  et  uni- 
forme, avec  la  condition  lim|3|  =  x  pour  y  infini.   De   même,   la 

dz 
dérivée  -y-^  est  aussi   une  fonction  analytique  de  /  dans  le  plan 

coui>é.  Si  nous  parvenions  a  déterminer  cette  dérivée  -r-.  en  fonc- 

dj 

lion   de  f.    nous  en  tirerions  z    par  une  quadrature  en    fonction 

dey  et  nous  pourrions  ensuite  achever  tous  les  calculs  et  répartir 

les  vitesses  dans  le  plan  z,  en  éliminant/  ou  bien  en  le  conservant 

comme  variable  auxiliaire. 

\o'\c\  un  cas  particulier  oii  cette  détermination  e-i  particuliè- 
rement simple  et  immédiate. 

Supposons  I  fig.  lo)  que  le  solide  soit  une  lame  plane  normale 
au  courant;  désii;nous  par  \x  la  portion  de  ligne  de  courant  à 
l'avant  de  l'obstacle,  qui  arrive  normalement  et  qui,  par  raison  de 
svmétrie.  coïncide  avec  l'axe  des  .r;  on  a  dans  le  plan  y  une  repré- 
sentation svmétrique  et  il  suffirait  de  s'occuper  seulement  d'une 
moitié  du'plan  f  (  tX.  du  pian  zk   Un  calcul  élémentaire  piouveia 
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que  la  représentation  (conforme)  des  plans /et'5  l'un  sur  l'autre 
est  obtenue  par  la  relation 


dz  I        I  u  -\-  iv 

df  \       w        ii"^-^  v'' 


v// 


Fig.   10. 


>i 


En  efiel.  pour  y"  réel  > /-,  on  a  bien  |  »>  |  =  i  ligne  Xj;;  pour 
/réel  négatif,  w  est  réel  et  i'  nul  (ligne  ji.).  Pour  O  </</', 
IV  est  innaginaire  pure,  et  par  suite  a  est  nul  (paroicj).  De  là,  on 


Fig.  ... 

Plan  f 


peut   donc   remonter   au    plan  z    par    des    calculs    faciles,    c^u'on 
achèvera  sans  peine. 

Fig.  12. 


De  cette  solution  particulière,  en  observant  (jue 
liml   f  |0(A)]/''^'^'/'  =  e^ 


/■|A)log[0(Â)]rf* 
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on  peut  tirer  une  solution  asse/.  générale 


"77  —        " 


faisant  correspondre  au  (ienii-plau  f  la  configuration  de  la 
figure  12.  Mais  cette  solution  n'est  pas  la  plus  générale  pour  les 
mouvements  symétriques,  et  nous  développerons  plutôt  la  théorie 
comme  il  suit,  selon  la  méthode  essentielle  si  brillamment  exposée 
par  M.  Levi-Givita  dans  sou  Mémoire  fondamental  (Crrco/o  di 
Palermn,  1907). 


-F,=  -\/^  F,  ^V^ 

A   cet   effet,   nous   commencerons    par   faire   correspondre    au 
plan  /coupé,  par  une  transformation  conforme  appropriée,  l'aire 

Fig-   ï4- 

rion  z 


'I  '■-cos  yjl 

d'une  demi-circonférence,  en  posant  successivement 

Fig.    i5. 


Au  point  F  =  o  correspondra  Z  =_  — î ^  ;  posons  enfin 


COStTo 


F, -F., 


F,-^Fo'  2 

Scientia.  n"  38. 


F,  -h  F, 

;^(F,+ Fo)  ==  a,         F  =  a(Z^-cosc7o) 
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Z  = 


l-^ 


')■ 


Dans  le  plan  'Ç  nous  av(jiis  bien  le  domaine  demi-circulaiie  lepré- 
senté  par  la  (igure   i  j. 

La  quantité  w  =  a  —  if  était  dans  A   une  fonction   de  z,   donc 
de  /,  donc  enfin  de  l.  Sur  A)  et  X^,  on  a  |  tv  (  =  i .   Posons 


=  0 


on  aura  de  suite 


V  =  e^. 


—  ^îO 


re  cjui  donne  la  signification  géométrique  et  cinématique  de  0  et 
de  -. 

f.)  sera  une  fonction  de  Z  régulière  dans  le  demi-cercle  ;  sur  le 
diamètre  horizontal,  elle  est  réelle,  car  V  =  i  et  t  =  o.  Comme 
^  =  o  correspond  à  l'infini,  on  doit  avoir 

oj(o  )  =  o. 

Enfin,  sur  la  demi-circonférence,   ',>  sera   finie  et   continue,   sauf 
au  point  ^  =  e''^",  où  l'on  aura 

l'oi  =^  -^  ZC  (  lï'  =:  o  j. 

Les  lignes  de  courant  J;  =  const.  se  tireront  de  l'expression 
de  y  en  fonction  de  Z,  laquelle  est,  d'après  les  transformations 
précédentes. 

./■=  "-  Uos7„-  .7("  -i)  I    • 

On  en  conclut  que  les  ligues  de  courant  sont  représentées  dans 
le  plan  ç  par  les  courbes 

■^,f  ^^r'-^-T-^  i)  —  2  cosao(r'+  r,2)]  (e2+  r■^-^)  =  />»(?'-  +  ï)-)' 

(plus  précisément,  par  les  portions  de  ces  courbes  situées   dans 
le  demi-cercle  de  rayon  i). 

Supposant  connue  la  fonction  w(Oi  '^  position  de  chaque 
élément  lluide  résultera  ensuite  de  l'équation 


,/z  =  -^  =  e'"'  <■//■  =  -  a-  «"■">  K  -I-  p  —  2  cosfTo  )  (  Ç  — 


dZ 


(I  ou  1  on  tuera 


f 


'if- 
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I.'éléiiient  d  arc  sera,  par  suile, 

\dz\^e'^\df\ 
et,  par  conséquent,  la  courbure  sera 

Sur  les  lignes  Xj  el  À^  notamment,  il  restera 

Les  parois  m\  el  ra^  de  S  correspondront  aux  points 
^  =  ^'<ï(  ()  <  7  <  -  I  de  la  demi-circonférence.  Pour  ces  points, 
ou  aura 

rf/'  =  —  io-icosd  —  cosao)  sina  c?!T 
et,  par  suite. 

x=^  la-  I       6"''^  cosO  (cosT  —  cos  Ju)  sincT  i/7, 

y  z=  ja-   I       «"""^  sin  6(cosa  —  costo  )  sin  ^  <^/7. 

On  constatera   sans   peine   que   la   longueur   dun   arc   sui-   S    est 
donnée,  en  comptant  les  longueurs  à  partir  du  point  O,  par 


cos  a  — •  cos  a,i  )  si  u  t  di. 


Soit  .^1=  ^'i-^  iy\  le  point  Pj  :  la  ligne  Ài  sera  fournie  par 

z  =  z,-^  j     ei'^df=z,-^  ^  j      f/w/r  +  l  — acos^o)  (^  — ^j^ 
(-  '  <  C  <  o), 
lestant  réel;  l'élément  d'arc  aura  pour  valeur 
dX  =  \e''^df\  =  \df\ 

et,  par  suite,  la  longueur  d'un  arc  de  Ai,  compté  à  partir  de  Pj, 
sera  donnée  par 

Al  =    7  rt-   K  —   -   I      —  >(^  COSTi,   [l  -+-    y    -I-  '^  ). 

Résultats  analogues  pour  )w. 
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La  résistance  éprouvée  par  le  profil  de  S  a   pour  composâmes 


^x=  I  P  cos(rt.r)  df. 
R_>.  =   /  pco^{ny)d'r, 


^1 


p  désignant  po  dans  le  sillage,  et  partout  ailleurs  la  pression 
donnée  par  {'j )  et  y  étant  le  contour  total  de  S.  Le  terme  en  /)„ 
donne  une  contribution  nulle,  et  il  reste 

R,,- =  -    /  (I  —  Y- )  cos(nx  )  dm. 

Ry  =  -    /  (i —  V'-)  cos{ny)  dm, 


résultat    dépendant    uniquement    de    l'état  du    mouvenieiU    -ur 
7Tj,-4-rïr2.  Si  l'on  décrit  ttt  dans  le  sens  Po()l*i,  on  aura 

cosi nx)  dm  =:  dy.         cos{ny)dm== — d.v 
et 

|{  =  R^  +  î  R,.  =:  -^    f        il  —  V2 )  dz 
R  =  — .    r    (■''^  df -.    f    en+/(.)  ^/y. 


ou  encoie 
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Or,  la  fonclioii  w(^),  réelle  sur  le  diamètre  — i-Hi,  est, 
susceptible  d'être  prolongée  analytiquenient  dans  la  demi-circon- 
férence symétrique  de  la  première  par  rapport  à  l'axe  réel,  les 
valeurs  attribuées  à  cette  fonction  étant  conjuguées  aux  points  ^ 
symétriques.  Il  en  résulte  que,  sur  la  circonférence  elle-même,  on 
peut  écrire  successivement 

■iz  -+-  io)  =  i{(i  -i-  i- )  -h  -i-  —  i(  0  —  n 


=   .0.,- 


Dautre  part,  la  différentielle  df  reste  la  même  quand  on  clianiie, 
Ç  en  -  ,  donc 

Y{=  —.    f  e'^^V  df. 

^-  cil  C,  /(,  <■ 

Le    calcul    de   R   est   donc   ramené   à    celui    des    résidus   de    la 
fonction 

I   1  I 


et  enfin 


-  a-  e'w  î;i  I  ^  -h  -  _  2  cosa,,  \  \l  — 


aux  points  singuliers  situés  dans  le  cercle  |^|  =  i;  il  n'y  a  qu'un 
pôle.  !I  =  o,  au  voisinage  duquel  on  peut  écrire 


'v"  =  I  -i-  /^ai'(o) 


[?'w"(o)  —  oj''^(o)J 


On  en  conclut  immédiatement 


R=  ^co'-Ho)-+ 
4 

c'est-à-dire  en  séparant 


Tîa'  r  ,  I    „      1 

2  COS  C7o  W    (  O  ) OJ    (  O  )      , 


(8) 


I   R.,  =  !^u.'^(o). 


H.^^[ 


2  COS  Jq  w'(o  j a)"(  o) 


Comme  on  le  voit,  tout  est  donc  entièrement  ramené  a  la  déter- 
mination de  la  fonction  co(!l);  celle-ci  une  fois  connue,  le  pro- 
blème est  complètement  achevé  par  des  quadratures.  Or,  celte 
détermination  résulte  très  aisément  du  Chapitre  JI.  En  effet,  la 
partie  réelle  de  o)  représente  l'angle  que  fait  la  vitesse  avec  l'axe 
Ox.  Si  donc  on  connaît  le  profil  de  S,  on  sait  comment  varie  0 
lorsque  le  point  t  décrit  la  demi-circonférence  supérieure  et,  par 
suite,  lorsqu'il  décrit  toute  la  circonférence.  Soit  9  =^  4'(<^)  la 
relation   qui   lie   0   à   u  le  long   du    profil  ;    la   fonction,    qui  doit 


3. s 
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prendre    îles  valeurs    conjuguées    aux    points   'C  conjugués,    aura 
donc  la   forme 


<9) 


iP 


•2.  :  C0S7  —  1- 


<!•  {'1  )  di 


el  la  condition  '.»(o)  =  o  nous  imposera,  d  autre  part,  la  relation 

<1'(7)  di  =  o. 


X 


FJxemple.  —  Plaçons-nous  dans  le  cas  d'un  obstacle  formé 
d'une  lame  rectiligne  PiOPo,  incliné  d'un  angle  o  sur  Oy\  de 
sorte  que  les  deux  segments  OPi  et  OP^  font  avec  Ox  les  angles 

o  rh  —  •  \ous  allons  appliquer  à  ce  cas  simple  les  méthodes  pré- 
cédentes, bien  quil   soit  possible  de   traiter   ce   cas   directement 


par  d'autres  procédés  faciles.  Nous  allons  voir  qu'on  peut  calculer 
de  suite  les  deux  éléments  qui  nous  intéressent  le  plus,  à   savoir 
la  longueur  de  la  lame  et  la  résistance  qu'elle  éprouve. 
Tout  d'abord,  la  condition  générale  (2)  impose  la  relation 


Ensuite,  pour  avoir  les  parois  to,  et  tttj,  il  faut  connaître  'o(w) 
sur  la  circonférence  limite.  Sur  m^  par  exemple,  en  appliquant 
la  formule  (3)  du  Chapitre  II,  il  vient  (o  <  t<  Jo),  en  désignant 
momentanément    par   0  ±  a  les   angles    de  OPj,  OP^   avec    0.r, 


(-P) 


—    -     /         cot (-  cot a.v. 
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c'est-à-dire 


.    tf( 

- 

'1 

'"  ■'•  1 

- 

7 

■2 

.Même  résultat  sur  la  paroi  jtti  (to<C  "^  <C  ")•   t)oiic.   dans  les  deux 
ca<, 


SU 


sin 


et,  puisque  ici  a  =  -,  la  longueur  d'une  |)aroi  sera  donnée  par 


C0SC7  —  cosTfi)  sin  7  d-. 


Or.  des  transfoimations  tout  élémentaires  donnent 

.     To-I-  a 
sin 

(  C0S7  —  coso-,,)  =  zt  2  Sin- 


[l  —  COS((7-i-  5o)]   X   Sgn(7o—  <7). 


donc 


a-  I       [2  sin  s  —  sin(2-7  +  Œo  )  +  sin7o]  <^!i  I  X  sgnC^o — 7). 


Par  suite,  |)Our  3  =  tt  ou   a  =  o.  il  vient 

701  =  a^[7.  -r-  1  cosJo-l-  2  cosdo  sin* 7o -h  ( 7-  —  Tq)  sinjol- 
CTjnr  a^i'a  —  2  COSJo —  2  COS7o  si  n^  Tq  4-  Jq  siu  7o  ). 

La  longueur  totale  de  la  lame  est  donc 

/  =  rrsi -1- 702  =  a- (  4 -^  ~  ?in  7o  >. 

Calculons  maintenant  la  résistance.  Celle-ci  dépend,  comme  on 
l'a  vu,  des  nombres  w'(o)  et  ?.j"(o).  Or,  on  a  actuellement 


"ha) 


if 


i  0  ZIZ  'X  ) 


d^: 


I  —  2l  COS' 
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il  est  aisé,  mais  inutile,  d'ellectuer  la  quadrature.  On  a 

I  —  ~' 


I  —  7.1  e(_»ST 

Donc 


^  I  -+-  2 !^  cos rs  -\-  -xX^  cos ■>. ■ 


>o(;o  )  =  f  [(0  —  y.)  (sin  a)^»  -H  (o  -(-  z)  (sin  (ijjj  =—  ^   siiiTy 


et 


(Op(o)  =  -  [(S  —  a)(siii-i7  1^"  -h  (o  +  a)  (sin-)7)jj  =  —  ^  sin^To. 

Par  conséquent  (a  =  -  j 

R  =;  R.r-l-  iRj=  «2-  sin^^o — sin27y. 

De  là    on    déduit   notamment  la   formule   célèbre,    due  à  lord 
Rayleigh  : 

R.,  -sin^cTo  .  ,.  R^  n  cos-o 

ou,  SI  1  on  veut,  -j-  ==  — 


/  4  -H  ~  Sin  7(1  t  4  -+•  ~  ("fs^o 

Poui'  7,1=  -'  o  =  o,  la  pression  totale  se  réduit  à  sa  composante 

Ra-,  et  dans  ce  cas  on  a 

R  - 


/        4  +  - 

Pour  une  lame  rectili^ne,  les  choses  vont  donc  toutes  seules  : 
il  n'y  a  qu'une  solution,  qui  détermine  a  posteriori  le  point  O 
de  bipartition  du  courant  sur  l'avant  de  la  lame.  Les  choses  sont 
plus  compliquées  si  la  paroi  présente  un  angle.  Dans  le  cas 
général,  je  dis  que  la  présence  d'un  angle  vif,  sauf  au  point 
mort  0,  est  inadmissible  sur  la  paroi,  à  moins  de  renoncer  à 
l'une  des  hypothèses  faites  initialement,  à  savoir  à  l'hypothèse 
que  le  tluide  suit  le  contour  sans  le  quitter  en  aucun  point.  Soient, 
en  eiïet,  ji.y.  la  valeur  de  l'angle  en  question  sur  la  paroi,  m{X,)  la 
fonction  qui  correspond  à  cette  paroi,  e'^o  le  point  qui  correspond 
au  sommet  A  de  l'angle,  et  o  ±  a  les  angles  avec  0.r  des  vitesses 
en  A  aux  deux  parois  (en  admettant  que  le  fluide  ne  quitte  pas 
le  profil).  Construisons  alors  la  différence  w(Q  —  wo(Ç)  où  mq{'C) 
représente  la  fonction  qui  correspond  aux  données  8  —  a  sur  les 
deux  arcs  de  circonférence  o  <  a  <  .Vq  et  *o  <  "^  <  "J^-  Pour  cette 
différence,  la  partie  réelle  reste  continue  au  point  A,  cette  diffé- 
rence elle-même  est  donc  continue  en  A,  et  par  suite  on  a,  pour 
les  parties  imaginaires, 

T  =  -to -(-  une  fonction  continue 
(nulle  du  reste  pour  7  =  5„).  Or,  d'après  les  calculs  qui  précèdent. 
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on  a  vu  que 


e^o: 


sin 

.VO—  5 

sin 

Donc,  si  y.  >  o  (7?^?'.  19),   e~o  reste  fini   et   même  s'annule  poui 

Fig.  19- 


a  :==  «0  ;  -,,  tend  vers  —  x,  t  aussi,  et  V  =  e~  est  nul  ;  il  n'y  a  pas 
de  difficulté. 

Mais   si,   au   contraire,    a<o  {Jig.10),  c'est-à-dire  s'il   s'agit 

FiK.  20. 


d'un  angle  vif  vers  le  courant,  e~«  devient  -f-  x  et  V  devient  égal 
à  -;- X  au  point  A;  la  pression  p  deviendrait  donc  égale  à  — y^, 
et  ceci  est  physiquement  inacceptable. 

Donc,  pour  un  obstacle  anguleux  formé  de  deux  lames  recti- 
lignes  P1AP2  avec  un  angle  vif  en  A,  la  seule  solution  qui  puisse 
résulter  des  calculs  antérieurs  doit  placer  le  point  mort  en  A. 
La  difficulté  correspondant  à  la  figure  20  cesse  alors  de  se  pré- 
senter, car  les  directions  du  courant  le  long  des  deux  parois  qui 
se  croisent  en  A  sont  orientées  du  point  A  vers  ces  parois,  ce 
qui  n'est  pas  le  cas  pour  l'une  des  deux  directions  qu'indique  la 
figure  20.  Dans  ces  conditions,  le  rapport  des  longueurs  APi  et 
AP2  est  entièrement  déterminé.  G  est-à-dire  qu'à  un  angle 
donné,  avec  deux  lames  de  longueurs  données,  il  correspond 
une  orientation  bien  déterminée,  pour  laquelle  le  problème  peut 
être  résolu  par  ce  qui  précède.  //  ne  V est  pas  pou?'  toute  autre 
orientation.  Il  y  a  là  une  grosse  difficulté,  que  nous  apprendrons 
à  résoudre  dans  un  Chapitre  ultérieur. 

La  difficulté  n'existe  pas  quand  l'angle  en  A  se  présente  en 
creux  devant  le  courant,  car  il  n'y  a  alors  pas  d'impossibilité  à 
placer  le  point  mort  ailleurs   qu'au  point  A,    et   l'arbitraire  qui 
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subsiste  tlaiis  le  choix  du  |)oiiit  A  permet  (ieffectuer  ce  clioix  de 
façon  à  obtenir  linalement  deux  lames  de  longueurs  données 
{cf.  H.  ViLLAT,  Annales  de  l'Ecole  Normale.,  /914  ;  Annales 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse,   igiâ). 

Mais  il  existe  des  difficultés  d'un  antre  ordre,  que  .AI.  Brillonin 
a  signalées,  et  qui  peuvent  rendre  illusoire  la  solution  du  pro- 
blème général. 

Pour  que  la  solution  soit  physiquement  acceptable,  il  faut 
évidemment  :  1"  que  les  vitesses  restent  partout  eiïectivement 
inférieures  à  i,  ce  qui  assure  que  la  pression  ne  prenne  nulle  part 
de  valeurs  négatives  ;  1°  que  lorsqu'on  revient  au  plan  z,  on 
tombe  bien  sur  un  domaine  d'un  seul  tenant,  où  les  lignes  fron- 
tières ne  se  recoupent  pas,  ni  elles-mêmes,  ni  les  unes  les  autres. 
Or,  M.  Brillouin  a  mis  en  évidence  sur  des  cas  simples  la  possibi- 
lité de  tels  recoupements. 

On  trouvera  dans  un  Mémoire  du  Jouiiuil  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées  (1914)  un  certain  nombre  de  résultats  que 
j'ai  obtenus  sur  ce  sujet.  Nous  donnerons  ici  quelques  théorèmes 
intéressant  les  cas  les  plus  usuels,  en  nous  plaçant  dans  I  hypo- 
thèse où  le  mouvement  et  l'obstacle  sont  symétriques  par  rapport 
à  l'axe  Ox;  c'est  dire  que  l'on  a 

*(7r  —  £)= —  '^('e). 

Pour  ce  qui  concerne  les  vitesses  (V  =  e"^),  il  suffit  d'être 
assuré  que  x  ne  devient  jamais  positif  et,  puisque  x  est  une  fonc- 
tion harmonique  régulière,  il  suffit  enfin  d'être  assuré  que  -z  ne 
devient  pas  positif  sur  les  frontières.  Sur  le  diamètre  horizontal, 
T  est  nul;  il  ne  reste  donc  à  s'inquiéter  que  de  ce  qui  se»  passe 
pour   Ç  =  eJ".   Pour   cela,    il   sera   utile    de    connaître    comment 

varie  1  et,  pour  cela,  de  calculer  la  dérivée  -^  •  D'après  la  théorie 

des   fonctions   analytiques,    les   deux   fonctions    associées   0    et  - 
donnent  naissance  à  l'égalité 

ds        dn 

eu  appelant  n  la  normale  extérieure  au  cercle. 
Ceci  posé,  reprenons  la  fonction 

Posons  L  —  oe'^  et  remarquons  que  l'on  a,  pour  p  <  i. 

Supposons  maintenant,   pour  nous  mettre  dans  les  conditions  de 
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rap|ilicalion  ultérieure,  que  *(£)  soii  continue,  sauf  pour  e  =  - 
ou  — ^  ;  supposons  en  outre  que  la  dérivco  i''(£)  existe  et  soir 
elle-même  continue,  sauf  peut-être  pnur  les  valeurs  ï  =  o,  -^.  -, 
— ^.  Alors,  une  intéiiration  par  parties  nous  donnera 

cesl-à-dire,  en  tenant  compte  des  discontinuités,  et  translormant 
le  dernier  terme. 


*(i-^)-*U"^«)    *  f-^)-*(T-"^^ 


3- 


Or,  pour  0  <'  1 ,  on  a 

Il  reste  donc,  en  prenant  la  partie  réelle. 


sinf.v  —  £  ) 


I  MO  CO  S  (  .y  —  ^  )  -i-  .^  ^ 

~in  (  s 


ch 


f) 


_,,cos  (,---) 


pCOs|  5 —  — ^  j-r-p2 


Et  en  faisant  tendre  p  vers  r,  on  en  conclut,  d'après  une  remarque 
antérieure,  que  sur  la  circonférence  on  a 

,27: 


dz  . 


d-s  =  7^..l      t* 


(£,)    —  <î''(5)]cOt  ■ dz 


<ï>  (  ^  _  o  )  _  *  (  ^  +  o  j 


COt  • 


*(t-°J-*(t-«) 


COt 
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Or,  on  a 


4>(2-  — £)  =  *(s), 


ft>'(2  7:  —  £)  = *'(£), 

*'(    7t-£l  ==*'(£): 


(iii  en  conclut  facilement 

'  -  4>'(£  )  sine  —  4>'(£)  sin,ç 


COS^£  —  COS*5 


dt 


..*(^^o) 


D'où  le  théorème  suivant  :  Si  *'(£)  sinô  est  une  fonction  de  £ 

croissante  dans  Vintervalle  o,  - ,   ~  est  toujours   décroissant. 

1  •' 

donc  toujours  négatif,  puisqu'il  part  d'une  valeur  nulle  ;  la 
iitesse  croit  de  o  à  \  quand  on  parcourt  les  arcs  OPi  ou  OP^. 
Dans  le  cas  général  oîi  *(£)  est  quelconque,  il  est  toujours 
nécessaire  que,  pour  5  =  o,  la  dérivée  commence  par  être  néga- 
tive, ce  qui  donne 


(lo) 


f 


-*'(£) 


dz 


*    - 


Le  cas  limite  de  l'égalité  correspond  à  une  configuration  spéciale 
très  importante;  les  profils  qui  y  satisfont  sont  appelés  proues 
pour  la  raison  qui  suit.  Sur  une  des  lignes  \\  ou  X,,  le  rayon  de 
courbure  est 

ds 


Or 


ds\^\dz\  =  — 


R  = 


1  \  /^  __  I  \  dl 


^dà 


Donc 


Plaçons-nous    maintenant  très  près  du  point  P^   par   exemple, 
alors  —  tend  vers  la  dérivée  normale  calculée  plus  haut  et  devient 


dl 


-     /  ■  f/£  +   -  * ()     , 

- ,/         sin  £  —       \  "2  / 


Si  donc  cette  dernière  quantité  n'est  pas  nulle,  comme  i  —  "Ç* 
s'annule  au  point  1^2,  c'est  que  le  rayon  de  courbure  est  nul  ;  la 
ligne  de  glissement  Xg  s'inlléchit  donc  immédiatement  à  l'arrière 
de  l'obstacle  ;  cela  n'a  pas  d'inconvénient  si  cet  obstacle  est, 
comme  on  dit,   en   gouttière,   c'est-à-dire  s'il  est  constitué  par 
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une  lame  praliquemenl  sans  épaisseur,  arictoe  en  P,  et  P^  ■  mais, 
en  général,  il  n'en  est  pas  ainsi  :  l'obslacle  est  un  solide  qui  se 
continue,  dans  le  sillage,  au  delà  des  points  Pj  et  P^,  et  ces 
derniers  points,  qui  résultent  du  calcul  tnème,  sont  a  priori  de?, 
points  du  profil  sans  propriété  particulière  du  point  de  vue 
gi'ométrique.  L'existence  du  solide  dans  ces  conditions  est  incom- 
patible avec  la  nullité  du  rayon  de  courbure  des  lignes  de  glisse- 
ment au  départ.  Dans  ce  cas,  il  est  donc  nécessaire  que  l'on  ait 
Végalité  (lo),  et  le  profil  est  alors  dit  une  proue. 

Disons  quelques  mots  au  sujet  de  l'allure  des  lignes  de  glisse- 
ment. Nous  supposerons,  comme  c'est  presque  toujours  le  cas 
pour  l'application,  que  le  long  du  profil  P1OP2  ne  se  recoupant 
pas  lui-même,  l'angle  6  du  courant  avec  l'axe  Ox  reste  compris 
entre  — tt  et  -t-  -.  Dans  ces  conditions,  on  voit  de  suite  que,  si  6 
décroit  constamment  lorsque  Ç  réel  varie  de  o  à  i,  il  n'y  aura  pas 
de  recoupements  possibles,  les  lignes  X  s'écartant  progressivenient 
de  Ox.  et  le  domaine  du  plan  :;  sera  bien  d'un  seul  tenant.  Or  6, 
qui  est  sur  À  égal  à  '•j(C),  est  donné  par 


(0( 


I    r~  (i  — r-)*(£)     ,       I    r-"i-hre-'^ 


dz. 


Un  calcul  absolument  analogue  à  celui  de  la  page  (43)  fournit 
successivement 


dz 


k.n 


i-^  il 

'•  <h'(z)dt 


4*    - 


=  llA^__!i_i  f'' îl 


£  )  sin  t 


dz 


4*     - 


_  4     r    sin  £*'(£)  (r-f-î;2)  rfc 

Prenons  le  cas  le  plus  intéressant,   celui  des   profils  convexes 

devant  le  courant  :  alors,  entre  o  et  ~  ■,  '(>'(£)  est  négatif  ;  de  plus, 

nous  savons,  par  ce  qui  précède,  qu'on  a  la  condition,  nécessaire 
d'autre  part, 
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d'où  l'on  peut  tirer,  K  étant  un  nombre  supérieur  ou  égal  à   i, 

Ceci  nous  permet  dc'orire 

~  duj         /""rr,  V  't'ïs  )  dz 


:  IH-  ^2  )  sin  E  (  (  I  — r^  fi  -u  4  li  sin-^î] 
en  posant 

H  =  K[([  — r*)5-t-4C^sin^£]  — (i-H  r'O- sin^E. 
Or,  H  est  toujours  positif  pour  o  <  T  <  i  ;  en  effet,  on  a 

Il    >  (  I  —  r2)2-h4J;2sin2£  —  (H-r0^sin2£  =  (F  —  !;2)2C0S2£. 

Il  -  1  '^'^^  .  ■  r  .  ^        t   . 

Il  en  resuite  que  -y-  reste  negatii  et,  par   conséquent,  6   décroît 

"■^ 
coiistaniment  le  long  de  À2  supposé  décrit  en  partant  du  point  à 
]  itifir)i. 

Par  conséquent,  pour  les  obstacles  convexes,  jusques  et  y  com- 
pris le  cas  des  proues,  les  difficultés  dont  on  a  parlé  plus  haut 
sont  éludées,  pourvu  que  l'inégalité  fondamentale  (10)  soit  vérifiée. 

On  trouvera  ailleurs  un  examen  plus  complet  de  ces  sortes  de 
questions  (  /oc.  cit.). 


CHAPITRK  V 
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Nous  avons  dit  plus  haut  les  difficultés  qui  se  pit-sentent  lorsque 
le  profil  de  l'obstacle  comporte  un  point  anguleux.  Nous  allons 
voir  dans  ce  Chapitre  comment  il  faut  résoudre  ces  difficultés. 
Nous  nous  placerons  dans  le  cas  le  plus  caractéristique,  où 
l'obstacle  est  formé  par  deux,  lames  rectilignes,  non  dans  le  pro- 
longement l'une  de  l'autre.  Si  le  point  de  subdivision  du  courant 
coïncide  avec  le  point  anguleux,  la  question  se  trouve  déjà  résolue 
comme  on  l'a  vu  ;  mais  cela  ne  peut  se  produire,  nous  le  savons, 
que  pour  une  inclinaison  particulière. 

Supposons  d'abord  que  l'angle  présente  un  creux  devant  le 
courant;   nous  pourrons  alors  placer  le  point  mort  en  O  sur  une 

Fis.   2  1 . 


lies  deux  lames,  AB  par  exemple,  sans  introduire  d'impossibilité 
a  priori.   Désignons  alors  par  y.  —  o  et  —  y.  ^-  o  les  angles  avec 


Fiî 


Ox.  des  segments  AC  et  AB,  (  -  <  y-  <  ~  )»  cl  utilisons  la  repré- 
sentation   de    M.    Levi-Givita    sur    la    demi-circonférence;   nous 
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aurons  la  configuralion  ci-dessus  et  la  fonction  w(Ç)  correspon- 
dante sera,  d'après  la  formule  (9)  du  Chapitre  précédent  et 
moyennant  un  calcul  facile, 


(O  =  '  '^g  1'^  c  e"o  "^  tS^'""-  ~  ^^^"gT-iVA  ~  ^^ 


3t  ), 


en  désignant  par  e"'»  et  e'-'i  les  points  qui  correspondent  à  t)  et  A 
respectivement.  On  doit  avoir  entre  ces  nombres  l'égalité 

i'O  =  a  —  0 ;;;; 5,  (o  <  «n  <  51  <  TT  I 

[l'égalité   n'étant  autre  que  la   condition    o)(o)  =  o].    Ln    calcul 
élémentaire  donne  pour  les  longueurs  des  lames 


ÂB 


=  4  «^  /      sin^ I I  sinsas. 


.^1 
sin  — 


AC=^/ia^   i      sin2  :^^^' ^j    '- —    |  sinsds. 

sin 


Les  intégrales  écrites  ont  un  sens,  puisque  o  < 'i. 

Or,  on  voit  tout  de  suite  que  5]  est  seulement  assujetti  à  varier 

-  ('  a  —  0  )       ^  r.     , 

entre  tt  et  •  1  oiir  ij  =  -,  on  a  So  =  -  —  5t  —  o,  le  rapport 

■2  y. 

A  B  ■      n      ■        ,   r^      '  ,         T^  ~'   ^ ^^  )  I 

-— ^  est  intini.  AL  étant  nul.    Pour   ^i  = ->  Sfl  =  5i.   et  le 

A  L  '  ■>.  y. 

'^^  .  •  >  .      •       /-^I^\         o  J 

rapport  — -   prend   une  certaine  valeur  iinie      -— -,      •    rour  des 

'  '  AG   '  \AC/i 

raisons  de   continuité   aisées  à  développer,  pour  Si  variant  entre 

AB         .      ,,  , 

ces  ^aleurs  extrêmes,  le  rapiiort  --— ^  varie  cl  une  racon   roiitinue 
'  AC- 

I  11  /AB\ 

et  oreiid  toutes  les  valeurs  entre  -i-  îc  et      — ^ 

'  \A(j  'i 

Si  maintenant  nous  plaçons  le  point  de  bipartition  sur  le  côté 
AG,  et  si   nous  opérons  d'une   façon   entièrement   analogue  à  la 

j-  •        ,  AB 

précédente,  nous  verrons  que  dans  ces  conditions  le  rapport  —=; 

/AB\  ^     ^,  ,  , 

peut   alors   varier   entre    I  -—  1    et   O.    De   sorte   qu  en    plaçant 


convenablement  le  point  O,  soit  sur  AG,  soit  sur  AB,  nous 

AB       .... 
rons  toujours  nous  arranger  pour  que  le  rapport  — -^  soit   égal  a 


ETlOr    l)i:    I.  OBSTACLE   ANOULEfX. 


49 


un  nombre  donné  à  l'avance.  A  cause  du  fadeur  de  propoilion- 
ualilé  a,  on  pourra  donc  donner  aux  deux  lames,  d'inclinaisons 
données,  des  longueurs  données  à  l'avance.  D'où  une  solution  du 
problème  pour  ce  cas  particulier. 

Cette  solution  n'est  du  reste  pas  la  seule  possible,  ainsi  que 
nous  le  verrons  dans  un  Chapitre  ultérieur. 

(^ette  solution  est  valable  sans  qu'il  s'y  présente  d'impossibilités, 
car  l'angle  en  A  étant  concave  veis  le  courant,  la  vitesse  en  A 
devient  nulle,  conformément  à  une  remarque  générale  faite  plus 
haut  ;  du  reste,  la  vitesse  est  V  =  e"  avec 


-loî 


log 


et  elle  est  partout  acceptable. 

Mais  il  n'en  serait  plus  ainsi,  au  cas  où  l'angle  BAC  se  présen- 
terait au  courant  pointe  en  avant,  auquel  cas  on  aurait  -  —  2a>  o, 
et  la  vitesse  deviendrait  inlinie  ;  la  solution  analytique  perdrait 
alors  tout  sens  physique  et  il  serait  nécessaire  de  trouver  une 
autre  solution. 

Sauf  pour  une  valeur  particulière  de  l'inclinaison,  nous  savons 
déjà  que  le  point  mort  ne  peut  coïncider  avec  le  sommet  A  du 
dièdre.  Pour  fixer  les  idées,  supposons-le  en  O  sur  AB  ;  la  ligne 
de  courant  qui  arrive  en  O  (vitesse  nulle)  se  subdivise  en  deux. 

Fie.  23. 


l'une  suivra  d'un  côté  la  paroi  (  )B  et  ira  former  la  ligne  de  glis- 
sement X,,  l'autre  suivra  d'abord  OA  ;  en  A,  la  vitesse  du  courant 
n'est  pas  nulle  ;  le  courant  se  détache  dans  la  direction  OA,  pour 
limiter  le  long  de  AG  une  plage  de  fluide  mort,  et  vient  ensuite 
se  raccorder  en  un  point  D  avec  la  paroi  ADC  qu'il  suivra  à 
partir  de  D.  Si  nous  supposons  le  fluide  en  repos  dans  le  sillage 
arrière  et  dans  la  région  avoisinant  AD,  nous  savons  que  nous 
devons  en  conclure  que  la  vitesse,  le  long  de  Xi  X2  et  À,  sera 
constante:  nous  la  supposerons  égale  à  i  le  long  de  Xj  et  X.2,  et 
égale  à  Vx  le  long  de  X.  v^  est  nécessairement  inférieur  à  i.  Nou> 

Scientia,  w  38.  4 


poserons 


CHAPITRE    V 


a  —  —  loi;  ('].         (a  >  o). 


Mettons  en  é(|ualions  le  problème  ainsi  posé.  La  représentation 
sur  le  plany",  du  lluide  en  inoiivenient  donne  de  suite  la  eonfijiu- 

iMg.    2',. 
Plan  f 

(•  ".'.\'. Jrr::: 


ration  de  la  figure  l'i.  A  ce  plan  coupé  nous  ferons  correspondre 
nn  demi-plan  l  par  la  relation 

Désignant   ensuite   par   a,    ù.    r,    r/    les    points    indi(iués    sur    la 
figure  '^5.  la  transformation 


Z,= 


il 


/(  t  —■  a  }(  (  —  /)  }{f  —  c)(f  ~  // 


fei'a  rorrcspondre  à  ce  denii-j)lan  l'aire  intérieure  à  un  rectangle 
du  |)lan  Z].  Soient  '■>[  et  m'^  les  demi-périodes,  la  première  réelle. 

Fis-.  25. 

Plan  t 


<a' 


la  seconde  imaginaiie  pure,  des  fonctions  elliptiques  correspon- 
dantes (cf.  par  exemple  Ai>i>KLi.  et  I.acoi'R,  Fonc/io/ii;  elliptiques, 
p.   'JGj;  on  puurra  jioser 

f  ^    l   ,p'(Zi  I  (^J\r,>'.,)—p'(^l  |0J'|"'':,  )   _^  ^  ^ 
■2     ,p{Z,   I  ,0',  M^  ,—    p(Y|  r,,',  r„;j  4    ' 

Kig.  :>6. 


A 

rtTi 

tp 

^2 

A, 

o 

>-3 

^1 

S)  désignant  la  .somme  a  -\-  h  -h  c  -^  c/,  et  y  une  constante   réelle 
convenable;   les  quatre  sommets    du   rectangle  sur   lequel    nous 
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axaiis  rcalisé  la  reprcsoutaiion  conforme  sont,  les  points  d'affixes  : 


/-.= 


«•^s, -^i 


linlln  on  s'assnre  ininiédialenuMit  que  la  liaii'-lnrniati()n 

/,  =  ^-  lo<;/  —  -  -]-(.». 
IT.        '  -1 

fait  oorre-pondre  an  rectangle  luire  dnne  (l(Mni-couronne  ciicui- 

{  -^         \ 

laire  de  rayons  i  el  q  \q  =  e      '"<    <  1/  selon    la    ligure    17.     Le 


point  /.  ^  j  (jui  sépare  Ài  et  Xo  correspond  à  Zj  =  o,  en  sorte  ipie 


71  y 
2  (1)  ', 


Le  point  e"«  qui  correspond  à  la  séparation  entre  TO]  et  ct2  satisfait 
à  la  condition  queysoit  nul  en  ce  point,  ce  qui  donne 


Pour  nous  ramener  au\  notations  du  Chapitre  II,  poson? 

ai ,  =  ;  W  I  ,  co  ,  =   — :-  j 


de    telle    manière    que    q    devienne   égal    à    e    '"*'.    Les  fornuilt 
d'homogénéité  bien  connues  donnent  alors 


p  (  M  I  (o ,  to'j  )  =  —  |:i 


de   sorte   qu'en    conservant  dorénavant   les   demi-périodes   oiim^ 
(que    nous    nous    dispenserons    désormais    d'énoncer),    on    peut 


OJ]  (O3 


0)|CO;i        , 
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j     t     •*      \  IT.        "  Il 


10  3 


)-"(7) 


>  P'('^'"-7ï-"")-P'(i) 


,P       —  ■^■û -. 

\    -  -il 


W3 


p^) 


I 


0)3 


La  donnée  des  nombres  réels  o)i,  -7-5  ^o,  7,   équivaut   à  celle  des 

i 

(|ualre  nombres  a,  Z*.  c,  c?. 

Posant,  comme  au  Cliapitre  III, 


dz 


0-1Q.ÇI 


et  imaginant  pour  un  instant  que  la  fonction  Î2(Z)  soit  connue, 
nous  en  concluons 

c'est-à-dire 


p'f^logZ 


'Y 


.KtÏ'"^^-^ 


ï^    ,)' 


\1^ 
Z 


Cela  pose,  la  t'onction  !.i(Z),  où  la  signification  cinématique 
de  6  et  T  est  connue,  sera  régulière  dans  la  demi-couronne  ci- 
dessus  et  satisfera  aux  conditions  suivantes: 


T  =  0 
T  =  —  a 

0  =  a  —  0 
0  = 


pour      fj 
pour  —  [ 


X<  I, 
X<-./. 
pour  Z  =  ry  e'"'''  (o  •<  5  <  ~), 
o  <  5  <  So, 


pour  Z  =  e'" 


So<s 


La  construction  d'une  telle  fonction  résulte  comme  cas  particulier 
de  questions  plus  générales  qu'on  trouvera  dans  mon  Mémoire 
des  Acta  rnatheinatica.,   lyifi   (Sur  la  résolution  de  certaines 
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équations  inléis^ralcs .  .  .  ].  Ici,  cette  fonction  peut  se  déduire 
aisément  des  résultats  du  Cliapitre  II  :  il  suffit  d'observer  que  la 
différence 

<!,  =^  iî(  />)  —  -^log/. 

(où  Ion  prend  pour  logZ  la  détermination  réelle  pour  Z  réel 
positif)  est  régulière  dans  la  demi-couronne  et  réelle  sur  Va.ve 
réel.  Elle  est  donc  prolongeable  analytiquement  dans  la  demi- 
couronne  qui  complète  la  première  au-dessous  de  OX,  et  nous 
saurons  la  construire  puisque  la  partie  réelle  est  connue  sur  les 
frontières.  La  condition  d'uniformité  exigera  la  relation 

(M)  -  —  2  a  —  So-i-a-; —  =  o, 

et  un  calcul  simple  conduira'à  l'expression 


Q(Z)  =  nog    ''' 


^ /wi 


-r-  iOîiZ  -i So  ) 

IT.        "  -         / 

— ■ s,, ioi;  Z  -1-  71  —  a  —  0, 


où   la   détermination   à   choisir   pour    log  — — -  est    celle  qui   est 

égale  à  i-  pour  Z  =  i,  suivie  ensuite  par  continuité. 

Mais  il  reste  à  savoir  si  l'on  peut  disposer  des  paramétres  wj, 
'''3,  T.  *o,  81  liés  déjà  par  la  relation  (rij,  pour  réaliser  effective- 
ment une  solution  acceptable  et  répondant  exactement  à  la 
configuration  proposée. 

Tout  d'abord,  la  position  du  solide  par  rapport  au  courant  sera 
précisée  en  écrivant  que  la  vitesse  à  l'infini  est  bien  parallèle  à 
Ox,  c'est-à-dire  que  0  est  nul  pour  Z  =/,  d'où  l'égalité 


(i'>)     i  \o 


■il  -         I 


li 

-f- 

Wi 

So 

) 

/2y,,to, 

\ 

\  / 

w, 

\         T.        ' 

0  — 

-  a 

)( 

■ 

i- 

—  -^    'I    _L  -   _   y. 

i-  •ii^•t^  I 


Ensuite,  il  faut  que  les  lignes  de  glissement  Ài,  Xo,  >-  soient  accep- 
tables. Pour  ce  qui  concerne  Xj  et  A2,  il  suffit  qu'elles  soient 
constamment  convexes  vers  le  liquide  en  mouvement.  0(Z)  se 
réduisant  à  0  pour  de  telles  valeurs  de  Z,  tout  revient  au  calcul 
d'une   dérivée,   laquelle  garde  dans   l'intervalle   en   question    le 
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menu;  signe  que 


i)(z,  =  .o,[:(ji!i„s/.^^..)-:(^i"./-^-^M] 


celte    tlernière  expression  est  continue    clans   rintersalle,    et   sa 
(léi"i  vée 

-7^  L'^  (  71^  ''^^  '^  -  17  ■^\)  -  J^  (77;  '"^^  ^  77  ^'-j  J 

i;;iiile  un  signe  constant;  0  sera  donc  toujours  décroissant  si   les 
\  a  leurs  extrêmes  de  U  sont  négatives  :  ces  valeurs  extrêmes  sont 

.     (.),  ••'■r,ito, 

—  ?.  <oi  Z-:  —  .^11  -^  ^1,  —  a 


l>a  première  est  supérieure  à  la  seconde,  car  on  a  légalité 


">i 


Sn  — 


p  —  5û  —  63 


>o. 


Il  suflil  donc  d"e\iger  l'inégalité 
(  1 3  ) 


a  <  o. 


Passons  à  la  ligne  À;  le  dessin  montre  avec  évidence  que  i-)  doit 
y  être  d'abord  décroissant,  puis  croissant,  quand  on  parcourt  \ 
du  point  A  au  point  D,  c'est-à-dire  quand  Z(  =  — p)  décrit  le 
segment  — i.  — r/  de  Taxe  réel  ;  en  faisant  dans  12  (Z), 
logZ  ::=  logp  -f-  i-,  on  trouve  aisément 


e{p)  =  i.\oi 


"i(  73 'og?  —  —  *■" 

^,(^logp+_.,j 
floni  la  dérivée  a  le  signe  de 

»'j,  Ci(  jz  ''■'■- p  — -  •^«  )  —  ^i(  7:;'"»?  -+-  —■'•■0 

Cette  dernière  fonction  varie  toujours  dans  le  même  sens   dans 


■>.y,,i.), 
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rintervalle   </  <  ç  <  i  ;    pour   que   —    soit    d'abord   positif,   puis 
Ut'jiiilif,  il  faul  et  il  -ulTit  que  l'on  ait 


(  I  'i  ) 


■>  (t)|  ^2  —  s„  -;- .s„  —  a  •<  o, 


'•■•i  -îi  — -^0 


r,\Mi 


•S'il  —  a  >  (). 


Ces  deux  inégalités  sont  compatibles,  car  on  a  (T.vjnxery  et  MoLK, 
\]\.  9.  et  XI,  2) 


1     , 

Mj 

-J' 

—  s„ 

p—  So-  -  e.,         j)—  .Ço-^''i 


et  elles  entraînent  l'inéiialité  (  i3),  cai 


-.i  —  ^o 


—  i-0  =   -  Jt     —  5„ 


p^r  *'o~  ^:i       r  ^^'f- 


Mais  ceci  ne  suffit  pas   pour  assurer  que  la  ligne  À  soit  accep- 
table:  en  dehors  de  la  condition  d'alignement   des  trois  points 


Fis.  ^8. 


ABC,  il  est  nécessaire  que   X  ne   se    recoupe  pas  elle-même,  en 
d'autres  termes,  qu'elle  corresponde  à  un  schéma  tel  que   (I)  et 

Kig.    2(). 


non    à    un   schéma   tel    que   (II).    Nous    allons   faire   voir  que  le 
minimum  de  0  le  long  de  X  ne  peut  atteindre  la  valeur  —  a  —  5, 


5i) 
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en  sorte  que  le  schéma  (III),  où  la  tangente  au  point   d'inflexion 
est  parallèle  à  AB,  est  un  cas  de  figure  limite  (qui  n'est  du  reste 


Fis.  •>->. 


<ni> 


pas  atteint),    ce  qui  exclut  les  configurations   telles  que   (H)   et 
assure  le  non-recoupement.  On  a  en  effet,  le  long  de  X, 


lOgp 5o 


t)  -f-  a  -H  0  =  {  loK- 


/  '2  T) ,  w ,  a  \ 

+  (^-^.s-o--jlogp  +  ::, 

et  l'inégalité  (i4)  donne,  puisque  logp  <  o, 

-    1    logp  >    ——   logp  li^^Sfi. 


2  r  1  oj  1  a 

:^ Sn 


Donc  on  peut  écriie 


0  -1-  a  -1-  ô  >  ilof 


■^i  (  ^  logp 


■^0 


a',  (  —  logp  -f-  — 5„  I 


, ,  .  ,         .  dH  .  . .  '  , 

On  voit  tout  de  suite  que  —r—  reste  positif  pour  q    ^  o  <  i.   et   la 

valeur  iiiil  iale  de  II  est 


i  loi 


■>.  rrjijfo, 


Je  dis  que  cette  quantité  est  positive:  considérons-la  comme  une 
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fonction  de  .v^,  on  a 


dl         ooj,  r  /oi,  \  "1 


1  OJj 


expression     qui     varie     entre    les     limites     -r^  (  W3^2  ^  ''la  j      l't 

Ji^  (wses-f- 7^3).     Pour    montrer   commodément    que   ces    den\ 

limites  sont  négatives,   repassons  aux   di  mi-périodes   Wj,    r.,'^  du 
début  de  ce  Chapitre;  posons 


t  w; 


Les  formules  d'homogénéité,  en  désignant  par  des  lettres  accen- 
tuées toutes  les  quantités  correspondant  aux  demi-période>  ',)\. 
«-./j,  nous  donnent  : 

t'i  =  — e'3.         e.2  —  —e'.2,         e3  —  —  e\, 

'Il  =  ^.i'^n  I  wi  W3  )  =  *  ^( «  wi  I  w',  r.j'j  j  =  ir^\i, 

■fii  =  —  ir^[: 


d'oi' 


^—  (  W3  63  ^  -rij  )  = r^  (V^>  1  «  1  +  '0  1  )• 


Or.  on  a  {cf.  Tannerv  et  Molk,  XXX,  i,  2) 


(16) 


'"i^'i-^-'^i  = 


4g''2« 


Ces  formules  légitiment  raffirniation  ci-dessus.    I(5o)    est   donc 
une  fonction  décroissante  de  .?o  ;  sa  valeur  finale  est 

2W3,. 
—  2  jr,3  wi 7-  wj  oj|  H-  -  ==  2  ^(r|^  W3  —  r,3  wi  ;  -i-  -  =  o  ; 

donc  I(so)  est  toujours  positif,  ce  qui  achève  la  démonstration. 
Il  faut  maintenant  s'assurer  que  les  vitesses  sont  partout  accep- 
tables, c'est-à-dire  que  T  reste  partout  négatif.  Comme,  dans  la 
demi-couronne,  T  est  une  fonction  harmonique  régulière,  elle  ne 
peut  atteindre  son  maximum  que  sur  les  frontières:  il  suffit  donc 
de  s'assurer  des  valeurs  de  T  aux  frontières  et,  par  suite,  seule- 
ment sur  les  demi-circonférences.    Des  calculs  absolument   ana- 
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lugues  aux  précédents    permettent,   de   vérifier   très    simplement 
que  T  est  partout  efTectivement  négatif. 

En  résumé,  nous  avons  à  vérifier  si  l'on  peut  assujettir  les 
constantes  wi,  f.)3,  y,  s^„  a,  à  vérifier  les  conditions  (i  i  j,  (12),  (  i4), 
I  i5},  avec  en  outre  les  inégalités,  évidentes  par  ailleurs. 

I  a  =h  0  I  <  T,  a  —  0  >  o,  o  <  a  <  - , 

o  <  Y  <  —^ }  a  >  o,  o  <  5o  <  n. 

Enfin,  à  ces  conditions,  il  ic^stera  à  adjoindre  celle  qui  exprime 
que  les  points  A,  D,  G  sont  en  liiine  droite.  Il  serait  facile,  mais 
inutile,  comme  on  le  verra  un  peu  plus  loin,  d'expliciter  analy- 
liquement  cette  dernière  condition. 

Au  lieu  de  nous  donner  les  longueurs  des  lames  AB  et  AC, 
nous  nous  donnerons  les  demi-périodes  '•>i,'>>3:,  la  discussion  ter- 
minée, les  longueurs  AB,  AG  seront  déteipiinées  a  posteriori, 
par  des  calculs  d'intégrales  définies  à  éléments  essentiellement 
positifs,  sans  autre  difficulté  que  de  calcul  purement  numérique. 

Nous  porterons  donc  l'attention  sur  les  paramétres  y.  So.  a  :  posons 

pour  abrégei' 

'•)!  a 

—  5u  =  u,  =  u  : 

-  2  0)  1 

l'égalité  (  1  i)  et  les  inégalités  (i4)î  (i5)  deviennent 


(17)  11  = (  —  u  -h  l'y.  — 

•20)3    \0)1 

^              r  1                                        r.  1 
—  Z,u  ^ II  <:'  V  < —  wi  II u. 

M,  ■  0), 

Ges  deux  dernières  inégalités  signifient  que  le  point  u.  V  doit  se 
trouver,  dans  le  plan  uOu,  entre  les  deux  courbes  qu'indique  la 
figure  3i,et  qui  sont  faciles  à  tracer;  ces  deux  courbe*  n'ont  pas 
d'autre  point  commun  que  le  point  O,  pour  O  ■<  u  ■<  f'>\.  car 


•>.  (j)U  —  e,)(pu  —  gj) 


Gela  étant,  au  lieu  de  nous  donner  y.  et  0,  essayons  de  clioisir 
convenablement  u  et  n  de  façon  à  satisfaire  à  toutes  les  conditions, 
spécialement  à  celle  concernant  l'alignenient  des  trois  points  ADC  ; 
nous  déterminerons  après  coup  des  valeurs  acceptables  pour  y. 
et  ô.  A  cet  effet,  choisissons  le  point  M(u,  u)  avec  une  abscisse 
entre  O  et  «i,  et  plaçons  ce  point  tout  d'abord  entre  Mi  et  Mo. 
L'égalité  (17)  exige  alors  que  la  droite   menée  par  M   avec   une 

pente  égale  à  — —  aille  couper  l'axe  Ov  en  un  point  d'ordonnée 


KTLIll':    Dlî    1,  OBSTACLE    ANGUI.IH'X. 


3() 

-}.  Or,  la  pente est  iniernie- 

(liaire  entre  celles  <les  tan<^i'nles  (mi  ()  aux  deux  courbes  i  Mi)  et 

Kii;.  :îi. 


négative,  égale  à  —  (  .>.y. 

2  0)  3 


(AI2)  :  ces  dernières  pentes  sont,   en  effet,   égales  à  C\-^  —  et 


■^,1 


et  l'affirmation  ci-dessus  se  traduit  par  les  inégalités 


r, , 

i- 

■^,  1 

— 

> 

>e^-^  -^ 

'"I 

•2   0,]',,;, 

''H 

La  relation  connue  —  ^r^iMj  —  r^s^M    transforme   ces  inégalité'^ 
en 

ei-i >  o  >  e,H > 


ce  qui,  en  repassant  aux  demi-périodes  o/j'.)'j,  devient 
Y,',  -4-  m',  e'^  <  o,  t/,  -h  m\  e'j  >  o, 

inégalités  exactes  en  vertu  de  (16)  et  de  la  relation   (^T.  et  .M.. 
XXX,  3; 


20/,  ^(i  —  </'--^"-ij2 
1 

Far  le  point  O  menons  donc  une  droite  OM3  de  pente 


'1  W  1  '■)  -, 

elle  ira  rencontrer  MiMo  en   un   point  M3   et   le   point    .M    devra 
nécessairement  être  placé  sur  le  segment  M2  M3. 

Imaginons  alors  que  le  point  AI  décrive,  d'un  tracé  continu,  ce 


6o 
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segment  JNIs  M3,  toutes  choses  restant  égales  d'ailleurs;  la  configu- 
ration correspondante  du  plan  5  variera  aussi  d'une  façon  continue, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  assurer;  voyons  l'aspect  de  la  ligne  ). 
correspondant  aux  deux  positions  limites.  Si  nous  plaçons  M  en 


Fis.  32 


/  C 


\    ,'' 


<P 


Mj,  la  disposition  correspondante  sera  telle  que  l'on  ait 
■2'y.  —  -  =0,  et  comme  l'angle  des  deux  lames  OB  et  DG  est  égal 
à  2a,  rela  veut  dire  qu'on  aura  la  disposition  (I).  Si  nous  plaçons, 


Fi  g.  33. 


D 


(D) 


au  contraire,  iVl  en  M.>,  l'iriégalilé  (14  )  se  changera  en  une  égalité, 
(-)  le  long  de  À  variera  toujours  dans  le  même  sens,  le  point  d'in- 
flexion aura  disparu  et  l'on  aura  la  disposition  (II). 

Donc,  entre  ces  deux  configurations,  il  y  aura  une  configuration 
intermédiaire  pour  laquelle  le  prolongement  de  la  lame  DG  ira 
passer  par  le  point  A.  La  valeur  de  t)  correspondante  sera,  théo- 
riquement au  moins,  facile  à  calculer  avec  l'approximation  que 
l'on  voudra;  l'existence  de  cette  valeur  est  en  tout  cas  manifeste, 
ce  qui,  pour  l'instant,  est  le  point  essentiel.  La  position  de  M  sur 
M2  M3  étant  ainsi  fixée,  la  parallèle  A  par  ce  point  à  OM3  déter- 
minera sur  l'axe  Ot>  un  point  d'ordonnée  négative,  qui  fournira 
!a  valeui'  de  y.  correspondante;   cette  valeur  de  a   est,  en  effet, 

inférieure  à  —,  elle  est  d'autre  part  positive;  en  effet,  les  valeurs 

de  '/  correspondant  aux  divers  points  de  Mo  IM3  vont  en  diminuant 
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lorsque  .M  va  de  AI^  en  M^;   ov,    la    parallèle  à   A   par  Mn  est  aii- 
do?sus  de  la  parallèle  à  A  menée  par  le  point  (oji,  o),   ol   à  celle 

dernière,  dont  l'ordonnée   à   l'origine  est —  ,    il  correspond 

une  valeur  nulle  pour  a;    donc  a    est   positif  pour    la    droite  qui 
nous  occupe. 

y.  étant  ainsi  défini,  il  reste  à  calculer  Ô,  ou  y-  Nous  nous  don- 
nerons Y  entre  O  el  ^^— >  et  nous  en  déduirons  o  par  la  for- 
mule (12).  qui  est  la  seule  où  ces  deux  nombres  figurent  explici- 
tement dans  nos  conditions.  Or,  il  est  facile  de  vériner  que 
l'expression 


-|  r,,j—  -i- 


'•>:j-f-  -^  —  — -Vo 
•Il  - 


considérée  comme  fonction  de  y,  décroit,   (|uand  y  varie  entre  O 

^W3  .  .  . 

et  — —i  depuis   iv. —  -  jusqua   — -,   en  sorte  que  I  égalité  (i-ii 

donnera  toujours  pour  0  une  valeur  telle  que 

—  -<^a-t-o  —  7:<;>a—  -, 
c'est-à-dire 

—  a  <  0  <  a; 

ce  sont  justement  les  inégalités  auxquelles  nous  avions  astreint  0 
au  début. 

La  question  se  trouve  donc  entièrement  résolue,  d'une  manière 
à  la  vérité  indirecte.  On  trouvera  plus  de  détails  dans  mon  Mémoire 
des  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  (191 5). 


CHAPITRE  VI. 


COLKAM'    DE    l.MUiEl'K    EINIE    RENCOXTHANT    L'A    OBSTACLE. 


Nous  nous  j)laçons  loujouts  dans  le  cas  d'un  niouveiiienl  à 
deux  dimensions,  permanent  el  iirolationnel.  Dans  ce  qui  précède, 
nous  avons  supposé  le  solide  placé  dans  un  iluide  illin)it,é  dans 
tous  les  sens.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  le  problème  se  complique 
beaucoup.  Le  cas  le  plus  simple,  que  nous  traiterons  d'abord  avec 
M.  U.  Gisotti  {Atti  dei  Lincei.  i()io),  est  celui  où  il  s'agit  d'au 
couiant.  animé  d'une  vitesse  que  nous  supposerons  horizontale 
et  éi^alc  à  1  aux.  grandes  distances,  en  amont,  et  limité  latéralement 
par  deux  lignes  de  flux  le  long  desquelles  le  courant  glisse  contre 
du  fluide  au  repos.  Ce  jet  fluide  rencontre  un  obstacle  solide,  autour 
duquel  il  se  divise  en  suivant  deux  portions  OPi  et  Oi'v  du  profd  ; 
derrière  le  solide  se  formera  une  région  de  fluide  en  repos,  limitée 
par  deux  ligues  de  courant  Xj  et  X2)  qui  partent  à  l'infini  sous  des 


angles  0|  et  0,  ijifi^.  ri).    Cette   configuration    correspond   à    peu 
près  à  ce  qu'on  peut  observer  au  voisinage  d'une  pile  de  pont. 

Ce  problème  se  met  en  équations  par  les  mêmes   procédés  que 
noiic  problème  [irimilil'.   i/équation  des  [pressions 

/,  =  /.o+  -h  -  V^) 


nous  assurera  que  la  vitesse  est  égale  à  1    le  long  des   lignes  Xj, 
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'/.-,,  À'.  À":   nous   appellerons   toujours   ç   et   'l   le   potentiel   el    la 
fonction  de  courant,  nuls  en  O.  On  aura 

'!;    =:    O         sur     77T,.     TTT),     A|,    A^, 


■l  =  /i,      sur  }' 


h >      sur   À 


en  ficsignaut  par  A,  Z;,,  /i ,  les  largeurs  as\  niptoliques  des   diHV'- 
rents  jets  ;  el  l'on  aura 

A  =  /;,   ^  /,, 

puisque,   dans    le    niouvemenl    [lernianent,    le   dél)it  doit  être    le 
même  à  Tamont  et  à  l'aval. 

Dans  le  plan  f  ^^  z -h  i 'l ,  le  fluide  mobile  sera  repii';«enté  •^iir 


A 


7.' 


6'    X, 


-/?,     X- 


le  domaine  de  la  figure  ci-jointe  i/i'^.  '55);  nous  passerons  de'^^ce 
domaine  à  l'aire  d'un  demi-plan  par  la  relation 


/,, 


où  1  on  a  pose 

e?>.=  (i  -Ff,)^(i-hFo)^,  F, 

Fie.  3ti. 


A,— A, 


-(F,-F,,i 
■>, 

nous  donnera  dans  le  plan  î;  la  représentation  sur  ■tin  demi-cercle 
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les  divers  éléments  de  la  figure  sont  définis  par  les  relations 

F,--Fo-2Fo  -x-  F, -F.,  1  1^,        I 

COS7o=   ï? F »  T, Ï7 

r  1  —  I  2  '  1  —  1  2 

F, -F,      iM:    c" 

On  termine  alors,  exactement  comme  dans  le  Chapitre  IV,  la 
construction  de  la  fonction  w(îi),  définie  par  la  donnée  de  sa 
partie  réelle  sur  la  frontière  [^|  =  i,  étant  obtenue  par  la  même 
formule  que  ci-dessus.  Nous  n'expliciterons  pas  ici  tous  les 
résultats. 

Calcul  de  la  pression  sur  le  solide.  —  Considérons  le  champ 
du  plan  z  délimité  |)ar  les  lignes  de  courant  ttt  et  X  et  par  les 
sections  droites  h,  lii,  A2,  9  étant  naturellement  le  potentiel  des 
vitesses  dans  ce  champ. 

Appliquons  à  ce  champ  le  théorème  d'Euler  lappelé  au 
Chapitre  I  et  qu'on  peut  évidemment  énoncer,  dans  le  présent 
exemple,  de  la  façon  suivante  :  toutes  les  pressions  agissant  sur 
le  tube  fluide  délimité  par  A,  Aj,  h-2  sont  équivalentes  à  trois 
forces  IVL  V,  MiVi,  1VI2V2  appliquées  aux  cloisons  extrêmes  h,  /îj,  I12 
et  dirigées  vers  l'extérieur  du  tube;  V,  Vj,  V^  sont  les  vitesses 
sur  ces  cloisons  et  M,  M],  Mj  représentent  les  quantités  de  fluide 
(]ui  traversent  ces  cloisons  pendant  l'unité  de  temps.  Or,  il  résulte 
des  considérations  les  plus  élémentaires  que  l'on  ne  change  pas 
la  valeur  de  R  en  supposant  /Dq  nulle,  en  sorte  que  dans  cette 
hypothèse  la  pression  totale  sur  le  tube  se  réduit  à  la  pression 
totale  K  exercée  sur  le  solide,  changée  de  signe.  Maintenant  on  a 

V  =  V,  =  V2=i,         m^h,         A1,=  /m,         M2=/'2. 

et  les  vitesses  V,  Vj,  V2  font  avec  0.r  lés  angles  o,  0,,  62:  les 
composantes  des  trois  forces  MV,  Ml^  1,  ■\I0V2  ci-dessus,  sur  les 
deux  axes,  sont  donc 

h  —  //]  cosO,  —  /i2  cosOfl,         —  /(i  sinO]  —  //2  sin  Oo, 

ce  <jni  donne  la  formule 

R  =  R^ -4-  iWy  =  /i  —  A,  e'Ô,—  A,  e'O.. 

Dans    le   cas   symétrique    (  Oj  =  — Oo  =  z,  /t,  =  /î2=  —  j,  -)• 

ri-duit  à 

Hj.  r=  .). //  sin-  -• 

Le  jet  principal  étant  donné  ainsi  cjue  le  solide  qui  lui  est 
opposé,  la  direction  des  jets  dérivés  à  l'arrière  n'est  pas  quel- 
conque et  se  trouve  déterminée  par  l'orientation  du  solide  et  par 
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I;i  ijramleur  relative  de  celui-ci  par  rapport  à  l'épaisseur  du    jet. 
C'est  ce  que  montre  bien  clairement  l'exemple  simple  suivant  : 

Supposons  le  mouvemenl  symétrique  par  rapport  à  Ox  et  le 
solide  constitué  par  une  lame  rectiligne  normale  au  courant  ; 
alors  on  prendra 


Fn=  O, 


F, 


F, 


F., 


et  la  fonction  m(  ^i   devra  avoir  sa  partie  réelle  égale  à  zp  -  sur 

les  deux  quarts  de  circonférence  dans  les  deux  premiers  quadrants. 
L  application  de  la  formule  (9)  du  Chapitre  IV  donne 


>a)  =  iiog 


=  0 


l'our  ^  =  e'%  ceci  nous  fournit 


I  -h  SI n  s 
La  valeur  de  0  pour  t  ^—  Ç"  devant  être  égale  à  —  y.,    nous   avons 

(  +  iZ" 


i  log 


—  =—  y.; 


^"=tang-5  Fi=sina. 


Ceci  posé,  la  transformation  générale  ci-dessus  devient 


e-/=(i— F2)2  7:, 


Z  sina. 


-i(^ù) 


(Calculons  la  longueur  rie  la  lame  :  on  a,  pour  ^  =  e'", 

,  .        h      sin5  COS. s-  ds 
df  =  -  — 


COS^S 


et 


sin-7. 
\dz\  =  e-^\df\. 
On  en  conclut  la  longueur  de  la  lame  : 


Scientia,  n"  38. 


h    /"(i -^  sins)  sins  <fs 
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ce  qiiiin  calcul  élémentaire  mel  sous  la  forme 

l.  =  >.h  sin-  -     I  -^  ^col  -  log  tan  g  (  —  +  t  )     • 

y.  est  donc  déterminé  quand   on   se  donne   le   rapport  —  entre   la 

h 

longueur  de  la  lame  et  la  largeur  de  la  veine  fluide. 

La  résistance  de  pression   totale  éprouvée   par   la   lame   étant 

y. 
réduite  à   R  =  t, Asin"--,  ou  a 

R  - 

7- 


cot  -  loç;  tan! 


Gn) 


Il    est    facile    de   s'assurer   que    cette    quantité    est    inférieure    à 

,     valeur   qui    corresjjond    au    cas    d'un    courant    fluide   de 

4  -^  '• 

largeur  infinie. 

Si  l'on  revient  au  cas  général  pour  un  solide  quelconque,  la 
solution  obtenue  au  moyen  de  la  fonction  w(Ç)  appropriée  est 
soumise  aux  mêmes  restrictions  qu'on  a  expliquées  au  Gliapitre 
précédent,  concernant  la  validité  des  configurations  obtenues. 
Tout  ce  qui  a  été  dit  à  ce  propos  peut  être  transporté  ici  sans 
modifications  essentielles  ;  les  calculs  et  les  résultats  sont  entié- 
i>emenl  semblables  à  ceux  qui  ont  été  décrits  plus  haut. 
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MOIVEMENT    I)  UN    SOLIDE    DANS    UN    CANAL. 


Nous  traiterons  d'abord  le  cas  général  où  les  parois  du  canal 
et  le  profil  de  l'obstacle  sont  quelconques  {cf.  H.  Villat, 
Annales  de  VEcole  Normale,  1912).  Four  simplifier,  nous  sup- 
posons toujours,  comme  ci-dessus,  les  unités  choisies  de  façon 
que  la  vitesse,  constante   sur  les  lignes  de  glissement  À|  et  X-^  à 

Fig.  37. 


l'arrière  du  solide,  y  soit  égale  à  i,el  nous  prendrons /= 
nul  au  point  O  oîi  le  courant  se   bifurque   à   l'avant  du 


solide  ; 


-iz 


F.g.  38. 


nous  appellerons  0,  61,  O2  les  directions  asym|)lotiques  du  courant 
le  long  du  canal  en  amont  et  en  aval  du  solide. 

Au  domaine  du  plan  ;:  occupé  par  le  fluide  en  mouvement  par 
rapport  au  corps,  correspondra  dans  le  plan  /  le  champ  indiqué 
par  la  figure;  'ii  et  '^2  sont  les  largeurs  asymptotiques  des  deux 
portions  de  courant  à  l'arrière.  Du  champ  /nous  passerons  à  un 
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demi-plan  par  la  transformation 

f  =  —  Xlog{t  —  a)  —  B]os(f~-b)-h  D  —  îD' 
(A,  B,  D,  D' :  constantes  réelles), 

dans  laquelle  a  et  b  sont  deux  constantes  qu'on  pourrait  choisir 
arbitrairement,  mais  que,  pour  plus  de  commodité,  nous  laisse- 
ron-i  provisoirement  quelconques  ;   nous  prenons  les   détermina- 

Fig.  39. 

Pldn    ( 


<  J.j  '     Cl  I  '^i>a.  L'  i  rrij'  o  (rr,)  ;5  'X,)  h 


tion*  des  logarithmes  (jui  sont  réelles  pour  t  réel,  et  supérieur 
à  (i  i>u  b  respectivement.  Alors  nous  voyons  immédiatement  que 
la  transformation  fera  correspondre  les  domaines  des  plans  /  eti, 
si  nous  posons 


A  =  ^, 


I! 


7i 


D,  =  i 


?i- 


11  laudra  en  outre  que  le  minimum  de  J\   quand  t  varie   entre  a 

et  o,  soit   /  =  o,  ce  minimum  correspond  a  ^0  =  — r-^  ;   f^" 

choisira  donc  D  de  façon  (jne 

D  =  A  log(^o—  «)  -4-  B  log(^  —  ^o). 

FJu    (leini-plan    ^    nous    passerons   à    l'aire    (l'un    rectangle    au 
iiio\eii  de  la  relatidii 


\/{t  —  a){  t  —  Ci)  {t  —  'p  )it  —  b 
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Pion  s 


-ï.^ 

,i  '^1' 

'rf-.' 

-ï,. 

(>.,) 

Q.-^i 

.  Y 

iH-i' 

ï.uu 

L'inversion  de  celte  formule   se  réalise   par  le  procédé  classique 
((/.  Vppell  et  Lacour,  p.  v.56  )  si  l'on  pose 


b 


3 


l  P  -^  —  P  T 
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6.) 


C.lj 


l'aigtiiiienl  y  olaiil  réel,   itiiisi   que   les  deux   nombres    '/))  et  --, 

en  tlésiî:;nant  par  >'.)]  et  ».'.)3  les  deux  période?:  le  radical 
\^\t  —  a)(t  —  3tj(/  —  t^)(^  —  b)  est  alors  éi,'al  à  ps  —  p{s  -h  y) 
et  se<  zéros  correspondent  aux  valeurs  suivantes  de  .v  : 


(relatifs  à  a,  a,  fi,  b.  respectivement  i  ;  la  séparation   entre   \i.\  et 
;i.2  a  lieu  pour  s  =  o. 
Posant  enfin 


>i  -+-  (Oi 


on   passe   dans   le   plan   Z    à   une   demi-couronne  de  rayons   i   et 


q\=  e    '"*'  <  1/   dans   les  conditions  indiquées  par  la  fijrure.   Le 


l"i 

ï.      '(1. 

Y 

PlanZ 

^^ 

~— -^  ,,  "5j 

'1-1,1      y^ 

^v 

/ 

-<-^'^'\   ■ 

/           "-^y^^^ 

N.                 \(50,' 

1                 ( 

\V2'        1 

-i   ';'>,i-<7 


7  *  ^2 


\7W 


point  Z  =  e"^o  correspond   à  y=  o,   le   point   Z  =  qe'''-'^   -a  s  ^=  o, 
c'est-à-dire  qu'on  a 

Si  =  —  (  wi  -  - 

Dans  la  tigure  initiale  du  plan  f.  il  y  avait  quatre  paramètres 
't'ii  't^2)  ri)  =•2;  finalement,  nous  garderons  les  paramétres  o)].  0^3, 
Y,  'l'ii  't'î  •  alors  Oo  est  défini  au  moyen  de  la  relation  _/ =  o;  le 
paramètre  supplémentaire  qui  s'est  introduit  n'est  qu'un  para- 
mètre d'homogénéité  par  lequel  on  peut  multiplier  o^  et  ^3  sans 
rien  clianger  d'essentiel.  Au  reste,  la  figure  du  plan  Z  ne  com- 
porte plus,  outre  <h\  et  'l^.  qui-  le  rapport  —  (  par  l'intermédiaire 
de  q  ).  0(,  et  6|  :  on  peut  donc  aussi  garder  comme  arbitraires 
- — »  Oo,  0]  et  l'un  des  deux  nombres  tl>,,  'i».,,  ceux-ci  étant  li(''s  par 

1         1     •  a'ii^b'l-,       .  ,         ,         -  .  , 

la  relation  fo  —  — i r" ^>^'  ^i  est  la  valeur  de  /  qui  correspond 

Ti  "^  '. - 
à  Z  =  e'^^o. 
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Des  relations  établies  ci-dessus,    nous   tiierons  pour  les   diU'é- 
reutieiles 


(t  —  a)i  t  —  b) 


dt. 


puis 


dt  =  \ps  —  p(.s-t-  y)]  ds 


,t->    -J^         '"I-i-   '"3 


^lo<rZ 


K' 


logZ     -j 


Cela  étaut,  si  nous  posons,  comme  anlérieureinent, 


(«'  =  //  —  /(' 


dz 


_  (J-/Q  —  g—i>^')  +  il 


la  fonction  t>  deviendra  une  fonction  de  Z,  réi;uliére  dans  la 
denii-couionne,  et  |)renant  des  valeurs  réelles  sur  les  deux  fron- 
tières placées  sur  O  \.  (  )n  peut  donc  prolonger  cette  fonction  iifZ) 
dans  la  demi-couronne  symétrique  par  rapport  à  OX.  On  pourra 
alors  définir  cette  fonction  par  les  valeurs  de  sa  partie  réelle  sur 
les  frontières.  La  succession  des  valeurs  de  0  le  long  de  ces  fron- 
tières est  liée  d'une  façon  évidente  à  la  forme  des  parois  solides 
75T,  et  ra.2  pour  ce  qui  concerne  |Z|  =  i.  [j.|,  [JI2  pour  jZ|  =  5-. 

Comme  dans  le  problème  du  fluide  indéfini,  tous  les  cléments 
cinématiqnes  et  géométriques  du  mouvemeni  se  déduiront  sim- 
plement des  équations  qu'on  vient  d'écrire.  iNous  donnerons  ici 
simplement  le  résultat  principal,  relatif  à  la  pression  exercée  par 
le  fluide  sur  l'ensemble  des  parois  ttt  et  \j.. 

il  n'y  a  qu'à  reprendre  le  raisonnement  du  précédent  Clfapitre, 
en  considérant  le  domaine  (Ô  délimité  par  le  canal,  le  solide  et 
son  sillage,  et  par  trois  sections  normales  S,  Sj,  So,  suffisamment 
éloignées  du  solide  de  part  et  d'autre. 

Le  tliéorème  d'Euler  nous  apprend  que  l'ensemble  des  pressions 

Fis.   'a^.. 


qui  s'exercent  sur  tout  le  contour  du   domaine  C)c)  est  équivalent 
à  tiois  forces  MV  appliquées  aux  trois  sections  limites;  à  savoir: 
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V^Vi'Vu=SV^  appliquée  noiinali;mcnt  à  S  (Vo=la  vitesse  à 
l'infini  en  amont  j  :  Si  Vf  =  Si  (piiisiiue  la  vitesse  est  égaie  à  i  à 
l'infini  on  aval  I  normale  à  Si,  S.>  normale  à  So.  On  a  du  reste 

\ou«  savons  que  dans  ce  calcul  011  i)eiit  supposer  nulle  la 
pression  Pq  dans  le  sillage,  en  sorte  qu'il  reste  simplement,  sur 
le  contour  du  domaine  tO,  les  seules  pressions  sur  S,  CTiTOo»  [■«•1  [J-2  ; 
mais  elles  sont  dirigées  vers  l'intérieur  du  domaine  CO  ;  par  suite, 
nous  aurons  la  pression  totale  exercée  par  le  fluide  sur  les  parois 
et  sur  S,  en  changeant  le  sens  des  trois  forces  énumérées  ci-dessus, 
et  projetant  sur  les  deu\  axes.  La  pression  sur  la  cloison  S  est 
donnée  par  la  relation 

et  d'autre  part  on  aura  SV,,  =  Si-!-  S-2,  puisque  le  débit  de  fluide 
doit  cire  le  même  en  amont  et  en  aval,  le  régime  étant  permanent. 
Il  viendra  donc,  en  désignant  par  R^  et  Ry  les  composantes  de 
la  pression  totale, 

R.r  —  pS  =  SVg  —  Si  cosOi  —  Sj  COS62, 
Rv  =  —  Si  sin6i  —  So  sinOj, 

R..-f-nv=|[.-f-(^^)']-s,.'9.-s,./9.. 

Un  cas  particulièrement  important  est  celui  où  le  canal  est  à 
bords  rectilignes  parallèles  à  Or;  alors  61=  62=  o,  et  P\x  pro- 
vient entièrement  des  parois  m^,  m-,  et  nullement  de  [jii,  jjio  ;  R.r 
devient  exactement  la  résistancTe  opposée  par  l'obstacle  dans  le 
sens  du  courant;  elle  est,  en  ce  cas,  égale  à 

^  (S_S,-S,)2      -A2 

(19)  R.r=    F =  -^5 

S  désigne  la  largeur  du  canal  et  A  la  largeur  dn  sillage  à  l'infini. 
Ce  très  élégant  résultat  constitue  un  théorème  dû  à  \I.  IJ.Gisotti 
{Rendiconti  del  Circolo  di  Palermo,  1909). 

Remarquons  que,  toujours  dans  ce  cas  particulier,  on  a  R,  =  o, 
ce  qui  veut  dire  que  la  pression  totale  exercée  sur  le  solide  nor- 
malement au  courant  est  précisément  opposée  à  celle  que  sup- 
portent les  parois  du  canal. 

La  démonstration  précédente,  relative  au  cas  général,  s'applique 
pour  ainsi  dire  sans  aucune  modification  si  l'on  suppose  qu'il 
s'agisse  d'un  mouvement  à  trois  dimensions  dans  un  canal  tubu- 
laire  conleuanl  un  solide. 

Reste  maintenant  à  construire  la  fonction  0(Z).  Il  suffit  pouu 
cela  de  se  donner,  selon  la  forme  des  parois  miw-i  et  iJ-i'J-i-,  les 
valeurs  de  6,  c'est-à-dire  de  l'inclinaison  du  courant  le  long  des 
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parois.  A|)plifjuanl  ensuite  la   formule   générale   du  Chapitre  II, 
il  vient 

'■    «^0  '  "  ••      / 

a\ec  V\\\  puthèse 

<I>(2-  —  îj  =  f'Cs), 

On  peut  d<in<'  réduire  cette  formule  à 

et  la  condition  de  régularité  se  réduit  elle-même  à 


C    [^.(s^-lI^-OJrfs^^o. 


Par  exemple,  l'obstacle  formé  de  deux  lames  reclilignes  OPi, 
Ol'o  faisant  avec  la  direction  du   canal,    à   bords    rectilignes,  des 


Fis.  ^; 


Pî^--. 


angles  donnés  a  -+-  o  et  —  x  -+-  o  (en  supposant  que  le  point  mort 
soit  en  O  i,  correspondra  à  la  fonction  particulière 


^/'•'i 


Qo'  Z)  =    log -i logZ  H , 

3^     ^-  logZ  -f-   —  £ 

\l-        '  T.       ! 

avec  la  condition 

-r,  -.-  ■].{-  -XZ»)   =  O. 

Le  cas  le  plus  intéressant  correspond  à  o  =  o.  eq  =:  — ,  auquel 

'i 

cas  il  est  facile  de  constater  que  OPi  =  '^i'a,  et  que  le  mou\cment 

est  syniétrique  par  rapport  à  Ç)x.    On  pourrait,  parti(!ulièren)eut 

dans  ce  cas,  calculer  la  largeur  du  canal  et  celle  du  sillage  et  en 
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déduire  la  résistance;  mais  nous  éviterons  ce  calcul,  qui  se  trou- 
vera effectué  plus  commodément  un  peu  plus  loin. 

Momeinents  symétriques.  —  Les  calculs  ci-dcssiis  s'appliquent 
immédiatement  dans  riiypothèse  de  la  «ymétric  par  rapport  à 
Oa;,  en  faisant 


o, 


[i  =  o. 


-+-  6  =  o. 


H, 


■A 
'{  =  w  1  • 


Fi! 


Mais  il  est  plus  simple  d'opérer  diiectement,  de  la  façon  sui\ante: 
Prenons    en    considération    seulement   la    moitié    du    domaine 


Kig.   45. 


% 


■^>' 


<rr>' 


»m^    '{, 


occupé  par  le  lluide,  en  assimilant  à  une  paroi  solide  la  portion  cr 
de  l'axe  C).r:  on  aura  alors  les  représentations   qu'indiquent   les 


figures  et   l'on    passera   du   domaine  du  plan  y  à  un  demi-cercle 
par  les  transformations  suivantes  : 
On  posera 
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avec 


o  =  A  +  — '  lo< 


\  I  —  COS5o/  \/2  I 


Ceci  peiinot  de  tirer  A  el  'I>i  eu  fonction  de  ^o  el  de  çi,  qu'on 
gardera  comme  paramètre*. 

On  aura  immédiatement  df  et,    par   suite,    pour   remonter  au 
plan  c, 

dz  =  -^  e'^ TT-dZ. 

-  (  1  —  Z  )  (  I  -i-  Z2  ) 

Quant  à  li(Zj,  sa  construction  résultera  de  la  formule  191  du 
Chapitre  IV;  comme  les  valeurs  ^(5)  et  hi s^  que  prend  0  sur  ]x^ 
et  sur  vs\  sont  des  conséquences  des  données  gi'ométriqnes.  on 
aura 


iL  coss  -H  Z- 


^r 


;  /  1  —  Z-  , 

/'(S)  7 Tj-,ds. 

\  —  iL  COS5  -I-  L- 


Pour  le  canal  à  bords  rectilignes,  il  suffira  de  faire  ,§'(.s)  ^s  o. 

La  validité  de  la  solution   s'étudiera   par   les   mêmes   procédés 

.    dÇi, 
qu'au   Chapitre  I\  .   Notamment  l'obstacle  sera  une  proue  si    —j^ 

s'annule  pour  Z  =  —  r.  Or,  les  calculs  de  la  page  43  nous  donnent, 
pour  le  point  Z  =  pe'-'",  moyennant  des  transfor-mations  faciles, 

^(^o—  o)  —  *(5o-+-0)  5  —  .So 

COt  

1  T.  X 

']?{Sx  —  o)  <I'(i-,  ' 


avec  .S|  =  9.-  —  s^  et  fl>(e)  —  g{z)  ou  li  (t)  selon  les  intervalles. 

Plaçons-nous  dans  le  cas   du   canal   rectiligne,   alors   g{s)^o 
el  l'on  a,  a  étant  l'angle  du  courant  avec  0.r  au  point  de  dépari, 

'l'(So—  o)  =  'l'(.Çi-l-O)  =  o, 

•l'f.Vo-H  o)  =  «IifA']  —  o  )  =  a. 
Jl  \ienl  par  suite 

/du.                 r      r''^~'",,                  £    ,           a              .s-„          y-  -«0 

-^TT  1  -    I  n  (z)  lang  -  dz  -, tang cot  —  , 
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mais,  par  drlinition, 

/>{2-—  i)  =r  h{z),  li{-2-  —£)  =  --  h'itr. 

d'oM  enfin 

/  dQ\  '-     r"  , ,  ^    ,         y-  COS.V,, 

-jTT  )  =  -    /      h  (--)ldnii-dz : 

\dL/7~^i       -  J^^  •>  -   sinso 

On  aura  donc  afl'aire  à  une  proue  si  l'on  a  la  condition 
h'(e  )  tanjï  -  dz cot^o  =  o. 


./ 


Restons  toujours  dans  le  cas  du  canal  rectiliiine,  et  supposons 
la  paroi  ttti  rectiligne  et  faisant  l'angle  y.  avec  Or;  naturellement 
lobstacie  correspondant  ne  sera  pas  une  proue.  Achevons,  dans 
ce  cas  simple,  le  calcul  de  la  résistance.  On  a  ici 

1>(Z)  =  -    / —  f/s  =  -  H iogfj T—     ' 

^  n./       I  —  uZcos.s- -hZ2  -x         -       "V    \  —  /.e"' 

la   détermination    du    logaritlune    étant   celle   qui    se    réduit    à 

i-         . 

— f-  J5,i  pour  Z  =  o. 

•2 

La  vitesse  V»  à  l'amont  est  fournie  par  la  partie  im;iginaire  de 

i2(t);  cette  partie  imaginaire  est  «Ti,  avec 


Ti  =  -  loiT  tang  (  —  —  ^ 


et  l'on  a 


^-"-[^M'i-fj] 


et  si  D  est  la  demi-largeur  du  canal,  on  a  N'«,  X  D  =  'Lj  ;  la  demi- 
largeur  du  sillage  est,  d'autre  part,  1)  —  -I/i  ;  donc  la  résistance 
directe  est,  d'après  le  théorème  général  démontré  plus  haut. 

Rapportons  cette  résistance  à  l'envergure  de  la  lame,  laquelle 
est  A  =  270sinx,  tct  désignant  la   longueur  de  m^.  C'est  le  rapport 

—  qu'il  importe  de  connaître.   Calculons  donc  mi  ;   on  a  sur  cette 

paroi    Z  =  e'-s(5y  <  s  <  -  ).    Dans    Q(e'*),    le    coefficient   de   /   se 
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ralculo  aisoiiienl.  il  est 


sin- 


T=  -log 


donc 


et  l'on  a 


dz. 


et  par  suite 


s  — So    /    (i  — e'*)(i  ^-<2^'''') 


e'U  t/s. 


-^.f' 


.S-      ch 
cot 

■}.    C0S5 

.      s  —  5,, 

Nous  poserons  -  —  s  =  Y,  ~  —  ^0=  yoi  puis 


tang—  —  tang- 


t  — 


I  —  tang  — 


tang-  -\-  tang  — 

2  i. 


^<0: 


1  +  tang-!- 


alors  des  calculs  tout  élémentaires  donneront 


-1/ 


/     ^  ^     ^ 


^  -r-  I  I  ^  -+-  -„ 


Introduisons  la  fonction 


.  '„      ç  ^  —  I         -^  a;-(ar  -4-  I)  .  .  .  (  .r  4-  «  )  \  f  —  I  / 


(ç/".    NiKLSEN,    llandbacit    der    Théorie   der  Gamm.(tfnnkhon. 
p.  9.<')1;.    Pour  ^  =  —  I,   -  -r,,,  ou ?    (hi    a   les   trois  fimotions 


MOUVEMENT    o'iiN   SOMDE    DANS   UN   CANAL, 
pariiculièies 

Mx)  =  /  — dt^y  - 


/i(-r) 


r  (  J^  -t-  I  )  .  .  .  (  37  -i-  71  )    ■^."-'"' 
0 

(fonction  de  Stirliuij), 


■^  n  ! 

.i^  j-(a:  -i-  1)  ...  (07  -f- 

0 

/,(^-)=  /    7 

"0        —    <  +  1 


=v 


/  I  _  tang  ^  \ 


^  I  .r  -H  1  I .  .  .  (  :f  -+-  /? 


1  -+-  lano 


Alors  il  vient 


..  =  '^[/H-^)-/.(--:)-^p  (-!:;] 


d'où 

R         Tr(i—  \\.|2 


A  9.V„  si  11  a 


|/H'-^j-/.(-^J-^K'-^; 


Il  est  alors  facile  de  passer  aii\  chiffres.    Particularisons  encore, 
en   supposant  a=  —  ;    nos   trois   fonctions  ci-dessus   deviennent 


par  la  transformation  f  =  — 


de  sorte  que 

:i(i  — Voo)- 


V  -0 


i\ao     rJ  v/t^H -=  )  —  2  y/i^o  arc  tanji  -—= —  arc  lanii  v'~o  — 
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On  a  d'autre  part 

1 


d'oi)  en  lin 


::(.-v/-o)' 


./~ 


7:     V 


/-,. 


ce  f| 


ue  l'on  met  aisément 


-   ■>  \'Tn  ilfC  tai 

us  la  foime 


V/-:. 


^=^  —  — ^^arc  tan"  i,/ 


/-:o 


s  V"o 


>  [  n  —  ■'.  (  1  -^  v/  Ty  )  arc  ta  ni;  y/'o 

-<i  — Vx) 

;[n  —  2(1  4-  Voc)  arc  tangV«J 


Su|)|)o«!ons  que  nous  fassions  croître  indéfiniment  la  largeur  du 
canal,  alors  V„  tend  vers  1,   et   par  suite   aussi   "o   tend    vers  i  ; 

I  expiession    précédente   tend    donc    finalement    vers —  ;   on 


retrouve  ainsi  la  valeur  classique  du  cas  du  fluide  indéfini. 

On  trouvera  Félude  détaillée  du  cas  symétrique  dans  U.  Cisotti 
(Circolo  di  Palernio.  1909),  H.  Villat  {Bulletin  de  la  Société 
inathéinntique^  191 2;  Journal  de  Mathématiques  pares  et 
app  liq  uées.   1914)- 


CHAPITRh:  VIII 


ri.t  U1K    LIMITi;    PAR    UNIi    PAKOI     KIKE. 


I/étuile  de  ce  nouveau  problcMiie  est  plus  malaisée  que  celle  des 
précédents,  aucune  considération  de  synnétrie  ne  pouvant  plus 
être  mise  en  jeu  pour  simplilier  la  question.  L'entrée   en  matière 


Fis.  'a-.. 


se  fera  tout  à  fait  comme   plus   haut.   Avec    les    mêmes   notations 
que  ci-dessus,  nous  supposerons  que  la  vitesse   constante  sur  les 


'iS. 


,^,,r, 


Ji_..<A.J 


(A,) 


deux  bords  A|  el  Xo  du  sillage  à  l'arrière  du  solide  S  placé  dans  le 
courant,  soit  égale  à  i,  et  qu'elle  soit  horizontale  à  l'infini  surXj; 
d'ailleurs,  le  fluide  est  supposé  limité  par  la  paroi  solide  indé- 
finie [j..  Nous  ferons  la  supposition  que  f(^  s  -+-  l'Y)  est  nul  au 
point  O.  Dans  le  plan  f,  nous  aurons  alors  la  représentation  de 
la  figure  48. 
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De  là  nous  passerons  à  un  demi-plan  /  par  la  iran'sfornialion 

/  =  —  \f  —  .\(6  —  a)  log(^—  b} 

-r-A(6  —  rt)fn-!-Aa4-  \(b  —  a  )\og(b  —  a  ) 

'•■'S-  49- 
Plant 


(  A  >  o,  I  a  I  <  1 ,  i  >  I,   'lii  =  A.(b  —  a)-].    iNous    pourrons   sup- 
poser cjue  les  poinls  çi  et  02  correspondent  à  t  =  ±i. 

introduisons    ensuite    les    fonctions   elliptiques    correspondant 
aux  racines 


où 


h 


e.-i  =  —   I  — 


et  posons 


b  /"^l    1  -y  \ 


On   vérifiera  cf.  ma  Thèse,  (Annales  de  l'Ecole  iVorma/e,  icfi  \), 
(]"  Partie)   que,    dans   le   plan    /,   on    a    représenté    le  domaine 


-  /  *>.,>-<7  o  9  "V2 


primitif  sur  la  demi-couronne    que   représente   le   dessin  •    on    a 
posé 


(j  ^  e     •  "'< . 

En  désignant  par  e"»  le  point  qui  correspond    à    la    séparation 
entre  toi  et  tîjo,  c'est-à-dire  à  t  =  a,  on  a 

b  /lo,  \ 


L'égalité 


dz 


permet  alors  de  considérer  i2(Z)  comme  une  lonction  régulière 
de  Z  dans  la  demi-couronne;  cette  fonction  est  réelle  sur  l'axe 
réel,  et   par   suite   prolongeable    par   symétrie:    Û(Z)   sera   donc 
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8i 


régulière  dans  toulc  la  couioniie  et  l'on  aura,  une  fois  cette  fonc- 
tion îi(Z)  déterminée  par  les  conditions  aux  limites,  l'équation 

qui  permettra  de  revenir  au  plan  ;:.  Calculons   donc  df;    il  vient 
(i  a  bord 


pfJiLlogZ 


0)3     -  ei 


dZ 

Y 


et,  par  des  transformations  usuelles. 


es)  (^2—  63)- 


■'   (,>'^s„-e,J  |_p(^l„gZ)  -.,]  |„(';il  logZj  -..,]' 

Les  résultats  du  Chapitre  II  permettront,  d'autre  part,  de  cons- 
truire la  fonction  Q(Z),  qui  correspond  à  une  configuration 
générale  donnée,  en  introduisant  les  deux  fonctions  <ï>(5  )  et  W(s) 
qui  traduisent  les  variations  de  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  tan- 
gente aux  diverses  parois  solides  TOi,  w-j  et  a,  dans  le  sens  du 
courant.  On  déduit  ensuite  de  là  tous  les  éléments  géométriques 
du  mouvement.  Nous  n'entrerons  pas  ici  dans  tous  les  détails. 

Pour  ce  qui  concerne  la  résistance  éprouvée  par  le  solide,  on 
peut  en  ramener  le  calcul  à  celui  d'intégrales  définies  ;  mais,  dans 
le  cas  le  plus  intéressant,  celui  oij  la  paroi  \x  est  rectiligne,  nous 
allons  voir  que  la  composante  de  la  résistance  parallèle  au  mur 
s'exprime  en  termes  finis  d'une  façon  extrêmement  simple  et  élé- 
gante (cf.  mon  Mémoire  des  Annales  de  l'Ecole  Normale  su- 
périeure, 1919  I.  En  ce  cas,  la  fonction  ^'(5)  est  identiquement 
nulle,  et  la  condition  de  régularité  se  réduit  à 


dZ 
L 


f 


<|>(s)  ds  =z  o. 


Quant  à  Oi  Z),  il  est  fourni  par  la  relation 

0(Z)=  '^    f"'i>(s) 
"'   '-'0 


ds, 


Scienlia,   n"  38. 
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ce  <|ue  l'on  peut,  mettre   sous   une  des  deux  foi  nies  suivantes: 


)=^^'  r 


!(Z)  = 


'lUs) 


ou 

(■>.■>.) 


o(Z)  =  ^  /".iM.)[ç(;:;iiogz-^.) 


C0| 


loirZ 


ds. 


Or,  (Ml  reproduisant  exactement  le  raisonnement  qui  nous  a 
ser\i  à  la  |)age  36  dans  le  cas  du  iluide  indéfini  dans  tous  les 
sens,  nous  trouverons  que,  si  R.r  et  Ry  sont  les  composantes  de 
la  pression  totale  sur  tui,  to^  suivant  les  directions  Ox  et  Oy, 
on  a 


K  =  H.,.  +  / 


e'^''-  cl/. 


|Z|=1,   sens  iliicct 


\in  se  reportant  à  l'expression   de  df,  nous  eu  tirerons   R^  et  R, 
sous  forme  d'intégrales  définies. 

Remarquons  maintenant  que  iî  (Z)  est  imaginaire  pure  sur  la 
paroi  rectiligne  [jl((:)  =  ()).  JI  en  résulte  immédiatement  que  la 
fonction  tû(Z)  peut  être  prolongée  analytiqueiiient  dans  la  cou- 
ronne comprise  entre  les  rayons  g  et  q'^,  en  l'assujettissant 
à  prendre  des  valeurs  conjuguées  aux  points  inverses  géométri- 
quement par  rapport  au  centre  dans   le   module   tj'-.   Quant   à   la 

fonction  -^,  >  elle  se  trouve  d'elle-même  définie,  dans  ce  nouveau 
dL 

domaine,  par  son  expression   (20).  Considérons   alors   l'intégrale 

suivante  : 

1=    /  e'-'-f-'j.L—  /  e'-'-pjdL. 


Sur    les    deux    circonférences    en    jeu,  _/'  est    réel;    aux    points 

,     df  .        '.  . 

inverses,  les  valeurs  de   -j-  sont  conjuguées;  en  outre,  si 


t>  =  @ 


^T, 


les  \aleurs  de  W  sont  opposées,  et  les  valeurs  de  T  sont  les  mêmes 
aux  points  des  deux  circonférences  qui  se  c(jrrespondent  par 
inversion.  Il  en  résulte 


i 


;int-)  dj\ 


|Z|  =1 


FLUIDE    l.IMITK    l'AK    INIi    PAROI    1M\K.  Si 

t't  |iai-  siiito,  dapros  l'expiessioii  de  R, 

Alais,  d'autre   part,  la   ronclimi    <''-- -jy    c?l    uniforme  oiilre  les 

circonférences  de  rayons  i  et  </-;  elle  possède  dans  ce  domaine  les 
seuls  points  singuliers  Z==  q,  Z  =  —  q;  et  la  présence  des  points 
irrég'uliers  e'^»  et  q'-e'''o  sur  les  frontières  n'introduit  aucune  dif- 
ficulté, car  on  peut  éviter  ces  points  au  moyen  de  petits  arcs  de 
cercle  dont  on  fera  tendre  les  rayons  vers  zéro,  la  contribution 
de  ces  petits  arcs  tendant  elle-n«éme  vers  zéro,  comme  il  est  aisé 
de  s'en  assurer.  Alors,  l'application  du  théorème  de  Gauch}'  va 
non.»  permettre  de  calculer  H,-. 

En  ellet.  on  aperçoit  tjue,  pour  la  l'onction   c'-- -j;j  ,  le  point 


loïZ 


est  un  pôle  triple,  et,  si  l'on  fait  Z  =  q -i- /i,  on  a 

h  1     h-        aito'j 

df  ii\.--q'  q         II   q-         T^q'^ 

dZ^~ 


/l2 


q         12   q-i         r.^q^ 


2  q         27- 


les  termes  non  écrits  étant  du  troisième  ordre  en  h,  au  moins,  et 
«1  désignant  la  constante 

/lOi 

a,  =  ji     -^5o  —  ' 


Comme  on  a,  d'autre  part, 


/i^ 


eiîlz:  =1  + j7iQ'(fy  )  -4-  —[iQ"(q)-  Q'Hq)]-^..., 
on  en  conclut,  en  définitive, 

,^Çl...^^^làl^),^(,0'(q>^-L-)k 
dL  oj]/?*     (  -iq  I 

L      if-q"-  iq 
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Le  point  7.  =  q  est  donc  nn  pôle  triple  avec  un  résidu  égal  à 


i\ti- q-  Tai  —  e\     , 


î\TL-q-  Tai  - 


i'-(q)- 


iiï'(q)  —  Q'hq  ) 


Un  calcul  du  même  genre  pour  le  point  Z  =  —  q  nous  prouvera 
que  ce  point  est  un  pôle  simple,  avec  un  résidu  égal  à 

r,  =  ~  1  A(e,  —  ai). 

On  peut  maintenant  écrire 


c  est-a-dire 


\r:^q^ 


(0  ï        19  q 


—'-nrj)- 


i9."(q)  —  Q'Hq 


Cette  expression,  en  apparence,  est  embarrassée  d'imaginaires. 
Celte  simple  observation  permet  de  prévoir  qu'on  a  néces- 
sairement 

q  ' 

C'est  ce  (|u'il  est,  en  fait,  aisé  de  déduire  de  1  expression  géné- 
rale de  t2(Zj.  En  dérivant  deux  fois  la  formule  (as»),  on  trouve 
en  effet 

/Wi,  '0,      \ 

—  '^.l'I  tÎ  ^^sT'  )    ^^^ 

Wj   r  'rf./  ,  r    '/  "-'1 1  •/    '^'■'1  \ 

-,p'(^,ogz)jA. 


o"(Z  ) 


FLLlllE    MMlTi:    l'AK    INE    PAROI    FIXE. 

De  là  nous  lirons 
1 


S") 


'/ 


iïiq  )  +  Q"(q) 


^^fM"'(:''-^T'} 


+.p(  ^3 — îr*  I  —  Jtp  W3 


î    ds, 


mais  p'  uj3=  0  et  j)'  /  "-*:;-i-— '  ■!>'  )  =  —  p'  i  '■>-i *  )  ;   on  a  donc 

l)ipn  l'égalilé  prévue  et   il    reste   simplement  la   formule  suivante 


puur  R.c 


R,= 


(  q  )■ 


Du  reste,  on  peut  mettre  iïiq)  sous  la  forme 
i'iq,=-^f     <î>(s)[^p(^.v  -0J3J    -,p(î^.-W3jJ  ./^. 


f 


OJ, 


Application. —  Etudions  le  cas  où  l'obstacle  est  une  lame  rec- 
liligne  normale  au  courant.  La  fonction  't>{s)  devra  alors  prendre 

les  valeurs  zh  -^  sur  les  parois  TOi  et  rn^  respectivement,  et  la  con- 
2 

dition  de  régularité  donnera   ^q  =  -  •  La  fonction   0(Zj  qui  cor- 

res|)ond  à  ce  cas  est  donc 


-    __  logZ 1 


s  i  .. 

'■  ' 

>e 

^1 
là  nous  tirons 

logZ^ 

-t) 

loiïZ 


'■<*'  =  ^K--t)-'(--tJ--] 


-q\  2 


d'où 


n.=  ^[.-..(^)]'. 


Mais  il  faut  rapporter  celte  résistance,  qui  est  du  reste  la  résis- 
tance totale  elle-même,  à  l'unité  de  longueur  de  la  lame;  c'est- 
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à-dire  qu'il  faut  calculer  la  longueur  de  celle-ci.  Or,  d'après  la 
formule  ('il)  qui  déliriil  dj\  ou  a,  puisque  la  paroi  cone^pond 
■A  y,  =  e'^io  <  s  <  -), 


A  (jiji 


(0,    \  /   fO, 

p  —    -  p  1  —  ' 


PA^s 


P--e.) 


) —  .s  —  62  }  (  p  —  s  —  en 


ds: 


dans  celle  formule,  T'  désigne  le  coeflîcient  de  i  dans  £i {«'■-).  On 
trouve  sans  difficulté,  d'après  (28), 


T'=  loi 


^ 

- 

(^-ï) 

r,  1  w  1 


d'où,  après  quelques  transformations  élémentaires, 

Awi  (et  —  e-i)  (ei  —  e^)- 


/  =  - 


P «3 


-  i. 


"'1  Wl  '^  /     10 1  \    /     II», 


l'osons  — -  5  =  ?;,  et  observons  que  l'on  a 


w, 


^"1  / / 


<?i  —  '';i  (  V'^^i  —  «^2  +  v/^'i  —  <?3  V- 


p  //,  —  62  =    -^^ —  >  p  a  —    <?:;  =    3^ )  J)   Il  = 


]-)  u  = 


5-     f/.  H ^      tf     « 


l'intégrale  à  calculer  prend  la  forme 


(xii      /==-■ 


A  y/'-'i  —  e:,  {c,—  e,  )^        r     '  _.^^,^  \  -2  /. 


a'.)  u  j';!  u 


c?«. 


Désignons  par  Q(«)  la  fonction    sous   le   signe  intégral.   Les  for- 
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mules  d'addition  moiilreiil  que 

qiii^-iwi)^      Q(«), 
(;>  (  H  -+-  -1  (03  )  —  —  Q(u). 

Nous  pourrons  donc  décomposer  en  éléments  simples  la  fonc- 
tion   Q(î(),  en  nlilisnnt  comme  fonction  élémentaire  la  fonction 

t,i,?t  =   — — >  qui  jouit  des  mêmes  propriétés  que  Q(u)  relative- 

inenl  à  la  |)ëriodicilé,  avec  les  mêmes  multiplicateurs.  l>es  jtoiiUs 
singuliers  de  Q(m)  sont  :  le  pôle  simple  u  =  m»  et  le  |)nle 
triple  u  =  'Os.  i^e  résidu  pour  u  ^  w^  est 


Bo  =  e-o,"> 


r'  to.i  j'i  (0-2  ly'^  1  (Oo  -t-  — 


Mais  on  a 

j':,    lui    =    


co, 


-•  ii  '•'^2  (  e<>  —  e.i  )  v'  e-i  —  ej 

(v/e^  —  63  est  négatif).  De  là  il  vient 


Bo  =  —  e-'OsWs 


V 


i  \l  ex —  fo 


(  «2— 63)  s/e-i—  e-i 
Maintenant,  les  formules  (T.  et  M.,  XIH,  i) 


«3 -:i  — ' 


g-r„(o.__ 


fO,  :7'r03 


'  Wj   j  W3      / 


\i  e-i- 


donnent  par  multiplication 


d'où 


B,  =  — 


i  \f  e-x—  e-. 


Etudions  maintenant  Q(«)  au  voisinaee  de  u  =  W3. 
Posons   ?<  =  W3-1-  /i  ;    on  sait  que 


a'(0J3-f-  A)  :=  eOa/'  3' 


0J3 


ïi  (  (03  -}-/;)  =  (?'''i3 ^'  a'i  (O3  a'2  h, 


a'.i(w3-+-  /«)  =  e'''i3'''  ^'2  W3  a'i  A, 

^3(W3+  A)  =—  e-Oa/'      '    j      -     ^3-/;  ; 
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i>  .  ^?  w.i  ^h  W3  ^  ^ 

don,   en  remarquant  que  — ^-^ — = —  =. —  (  e^  —  63)  (6^  —  e:j  1-, 


'W  ; 


Q(W3^/î.) 


( ^1  —  ^3  )  (  e.2  —  «3  )■-  "  ï|  A  r'-'  /! 

De  là  on  tire,  pour  Q(  W3-+-  h),  un  développement  de  la  forme 


Q(oH-\-  /)  )  =  >-, 1 — r—  4-  T-  -t-  série  entière  en  h, 

Il         h-        n^ 


en  posant 
A  -i  =  —  i  ■ 


iei  —  ei){e^^—e3)^ 


A,= 


(  «1—  ^3  »  (<'2—  ('-.i)^ 


<  «1  — e3)(e2—  eg) 


^    ^'^1  ^'  "*i  ^.7  ^'^1  i 


(--^j'^'? 


—    -+--13  —  3  3   — 


On  met  tout  de  suite  A3  souà  la  forme 


\  ,  ^  _  { y/^-i^  gs+  y/f  1  —  6-3  _^,,  oj, 
\/ei  —  ('2  (  (?,  —  es  )'-  ^ 


l'uis  iéijalité ==  Z3  —  permet  d  écrire 

wi         •     ■}. 
■3^3  — 


A,=  ^A3'^-'''-^ 


La  relation 


=  —  p(  U-+-  (O3  ) 


donne,  a|)res  réductions, 


—  K3  t; Ci-^Vei—  Ci  \/ei  —  C3 


(I  on  encore 


A.  =  A3  [^{^^Y-  t)'  +  /^^^^=^/'^V"^^]  • 
Ceci  posé,  si  nous  revenons  à  noire   fonclion    '^(»)   et   si    nous 


FLUIDE    LIMITÉ    PAR    INE    l'AKOI    1I\E.  89 

fonnoii*  la  difféionre, 

Q(  //  )  —  HoÇto("  —  w.,) 

—  A ,  ;io <  "  —  W3  )  -+-  A,  ^',  0  (  "  —  '"3  )  —   —  ^"1  0  (  «  —  W:f  )  • 

nous  constaterons  ininK'diateinenl  (|iie  cette  dilTérence  constitiif 
une  fonction  de  seconde  espèce  aux  mêmes  innltiplicateiirs 
que  Q(u),  mais  dépourvue  de  pôles;  cette  diiïérence  est  donc 
identiquement  nulle,  et  l'inlégrale  de  <U«)  se  ramène  à  celle  de 

Q(  M  )  .—  BoÇloI  "  —  W2  )  -i-  Al  ;iu(  M  0)3) 

A3 
-  A2;io(«  —  W3)  —  —  ç"io("  —  ^'•'î)- 

11    nous    suffira    donc    de    connaître    les   quatie   quantités   sui- 
vantes : 

^   —   I        Çio*" — oji)du.  ^   ~  ^10  f  "  —  W3  )  (/«, 

^^    =    /         Ç 1  0  '  "  —  "-».!  >  '^"  '  ^  ~   f         ^"1  0  '  "  ~  ^»  '  ^" • 

Les  deux  dernières  sont  immédiates:  on  a 

W  =  ;io(wi  —  w:i  >  —  ;i,'(—  w.i  )  =  :iu"'2-t-  ^loC':) 

=   v/^2 —  «1  -f-   \/^3 <?1  =  ^X/^l  —  ^i  —  v/''l  —  ^3)' 

puis 

-^  =  ;'io<  wi— W3)  —  ;'io(— W3J. 

On  sait  que  ?,oW  = —  :2o"î3o"'  donc 

X   =   :20W.2^:i0W2  -^  t20W3Ç3uOJ3=  O, 

cai-  ;2o''>2=  :3o'"3=  o.  Puis  on  a  (T.  et  M.,  LXI,  3) 
é        

çifl  (  u  —  w,  )  =  —  /e,  —  <?,  ^32  ^f  =  —  i  y/^i  —  f2?32  ", 


donc 


Or 


ï ,,  i/  =  —  (>!  —  É-a  )  ^02  «  ^32  "  ; 


1.=  -^  T'ûuij... 


v/i-??2" 


les  détenuinations  des  radicaux  étant  positives  dans   l'intervalle 
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d'intcgration  :  Il  vient  par  suite 

V  =  i    I         I  —  du  —  —  i-  , 

puisque  inU  varie  de  \  à  o  en  restant  réel.  Par  un   prorédé  aua- 
loo;ue.  on  trouvera 

V  =  i  -  . 
Transportons  dans  l'inlé^rale  de  Q  i  «  ).  il  vient 
j       Q(  I')  fin 


Bn^   lA, 


(^•^  -  "fï 


\/ei  — e-,  v/^i 


^] 


D'après  cela,  on  trouve  finalement 


/  =  2A 


.f^,^_Zii\V,(/ 


2         2  y 


.V'*?!—  '?•;—  V'»;' 


'^^)(^.^-ï)] 


Et  |»ar  suite  la  résistanee  de   la   lame,  par  unité  de   ii>iii;ueur  de 
celle-ci.  est  donnée  par  la  formule 


Wl 


(25) 


^J 


De    là    nous    allons  déduire    ce    résultat,   extréuicnienl   reniar- 
R 
quable,  que  la  valeur  de   —j-  est  la   même  que  si    le   fluide   était 

indélini  dans  toutes  les  directions,  c'est-à-di-rc  /a  même  que  si  la 
paroi  ij.  ne.iisfait  pas. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  passons  des  fonctions  employées 
précédemment  aux  fonctions  3r  de  .Jacobi;  on  sait  que  (T.  et  M., 
XXXIII.  8) 


CJl  2(0]         r^  /         //,        \ 

""'    '    2(07/ 


V'i  —  c 


■<=  .-7-^3(0  )>         \/ei—e.,=  -— 3;|(o 
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ce  qui  permet  (rTcrire 


9" 


^G 


(26)         -^  3= 


(r) 


-2[S|(o|t)  — :r?(o|-)] 


^^(i 

^) 

H\ 

-) 

en  mettant   en   évidence    le    module   t  =  — ^   des  fondions  ellip- 

'"' 
tiijues  introduites  jusqu'ici. 

KITectuons  maintenant  une  transformation  de  Landen.  ce  qui 
revient  à  changer  wi  en  — ^  sans  changer  103.  Posons  alors  Q~'/-, 
nous  aurons  (T.  et  .M.,  XXXVI,  -i) 

^i( o  \  -.)  —  ?Sl(o  \  '.)  =  qi( qi  —  g^^) 
et  (T.  et  M.,  XLVII,  ■>.) 

les  grandes  lettres  ayant  les  mêmes  significations  que  les  petites. 
mais  les  constructions  correspondantes  étant  faites  avec  le 
module  2T  an  lieu  de  -..  Une  combinaison  simple  des  formules 
(T.  et  M.,  XLMI,   î)  nous  donne 

?jI(  V  ]-)  =  Xj:t(o  \  ■:>.-')  ?7,(2V   1-.)  —  ?j,(  o  \  2-.  )?;■,{  -Il'  \  -i-.  ): 
d'où  nous  tirons 


S»'.    {\\      j  ?Ji(o\î-)?j';    ( 


^Kîh)         -''«' 


?^,(o\;z)X!;{- 


■^) 


S'o  (  O  I  •i-)?J.. 


I 

-     2' 

2I 


Mais  on  a  (T.  et  M.,  XXXV,  2,  et  XXXVf,  2) 

2;',f^|2T)  =_27',(ol2x)=-2:TQilQS 

puis  (T.  et  M.,  XXXIV,  i,  \) 

1    2-  )  =  ?j^io\7.x)  =  QoQi. 
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I^nfin 

.'^,(o|2T)   =  -2QoQfQ^ 

Donc,  en  transportant, 


^^(l 


1O2  0-  i 


car  QiQjQ.j=  i;  revenant  à  (2G),  nous  concluons 


/  4  +  n 

C'est  la  même  valeur  que  pour  le  fluide  indéfini:  doù   le  théo- 
rème annoncé. 

Bien  entendu,  ce  théorème  ne  subsiste  pas  pour  une  inclinaison 
quelconque  de  la  lame,  supposée  oblique  à  la  paroi  solide  limi- 
tant le  fluide.  Nous  renverrons  à  notre  Mémoire  (Annales  de 
ritcole  Normafe,  1918)  pour  le  détail  et  la  discussion  des  cal- 
culs concernant  le  cas  j^énéral.  Si  l'inclinaison  est  quelconque,  la 

Fis.  5i. 


/■vT- 


résistance  directe  peut  être  soit  supérieure,  soit  inférieure  à  sa 
valeur  limite  ^  qui   convient  au   fluide    indéfini.     Nous 

4  -i-  7T  COSO 

aisserons  également  au  lecteur  le  soin  de  traiter  le  cas  (qui  ne 
diffère  du  précédent  que  par  des  détails  presque  insi<inifiants  dans 
les  calculs)  où  le  fluide  limité  par  la  paroi  solide  jjl  d'un  côté,  et 
limité  également  de  l'autre  côté  par  une  ligne  de  courant  À  le  long 
de  laquelle  il  glisse  contre  une  région  de  fluide  au  repos,  selon  le 
schéma  indiqué  par  la  figure  3i. 


CHAPITRE  IX. 

LES   SOLUTIONS   MULTIPLES. 


Les  théories  exposées  dans  les  précédenis  Chapitres  foiir- 
nissent,  en  se  plaçant  dans  l'hypothèse  des  fluides  parfaits,  une 
explication  des  phénomènes  de  résistance  des  fluides,  dans  la 
seule  voie  possible  dès  qu'on  reste  dans  le  domaine  de  l'Hydro- 
dynamique rationnelle.  Cette  manière  d'aborder  la  réalité  phy- 
sique donne  des  résultats  suffisamment  voisins  des  résultats 
expérimentaux.  En  fait,  si  l'on  observe  entre  les  résistances  théo- 
riques et  expérimentales  une  différence,  celle-ci  se  trouve  être 
peu  notable,  et  la  différence  (la  résistance  expérimentale  est 
légèrement  supérieure  à  la  résistance  théorique)  s'explique  par  la 
présence  inévitable  de  mouvements  tourbillonnaires  à  l'arriére  du 
solide  à  étudier. 

Toutefois,  il  se  présente  une  complication  imprévue,  dont  nous 
devons  dire  un  mot  dans  ce  dernier  Chapitre.  L'introduction  (iné- 
vitable) des  lignes  de  glissement  dans  le  fluide  permet  d'échapper 
aux  paradoxes  tels  que  celui  de  d'Alembert,  et  d'assurer  dans  le 
fluide  des  pressions  |)artout  positives.  Les  précédents  Chapitres 
oui  indiqué  la  formation  de  solutions  échappant  à  toutes  diffi- 
cultés. 

Il  était  naturel  de  penser  qu'une  solution  de  cette  nature  pour 
un  solide  donné,  placé  dans  des  conditions  données,  serait  unique. 
Or  il  n'en  est  rien,  et  l'on  peut  s'assurer  que,  pour  certaines  con- 
figurations, même  très  simples,  il  existe  une  infinité  de  solutions 
acceptables.  C'est  ce  que  je  me  propose  de  mettre  ici  en  évidence 
sur  un  exemple  particulier,  caractéristique  et  très  simple  {cf. 
notre  Mémoire  des  Annales  de  l'École  Normale,  1914  >. 

Considérons,  dans  un  courant  indéfini  (de  vitesse  i  à  l'infini, 
parallèle  à  Oar),  un  obstacle  constitué  par  deux  lames  rectilignes 
AB,  AC,  formant  un  creux  vers  le  courant. 

Le  procédé  classique  permet  de  former  une  première  solution 
acceptable,  le  point  mort  à  l'avant  se  plaçant  en  O,  par  exemple 
sur  AB,  et  le  courant  suivant  alors  les  deux  chemins  OAC  et  OB, 
de  part  et  d'autre,  pour  former  ensuite  les  deux  lignes  de  glisse- 
ment Xj  et  X2.  Nous  avons  vu  que  cette  solution  échappait  à  toutes 
difficultés  concernant  les  vitesses  ou  les  pressions,  ou  encore 
concernant  la  configuration  exacte  du  plan  z  ;  on  peut  placer  le 
point  mort  O  convenablement,  sur  une  lame  ou  sur  l'autre,  de 
façon  à  donner  aux  deux  lames  une  situation  géométrique 
donnée. 


91 


CHAPITRE    IX. 


A  cùlé  de  cette  solution,  nous  allons  en  former  d'autres,  d'un 
caractère  diiïérent,  de  la  façon  suivante  :  supposons  que,  le  point 

Kl?.  52. 


,.-  K, 


C  .' 


mort  étant  en  O,  par  exemple  sur  AB,  le  courant  vienne  enve- 
lopper l'obstacle  de  manière  à  laisser,  au  voisinage  du  sommet  A, 
une  plage   de   lluide  en   repos,  séparée  par  une  ligne  de  glisse- 

Fig.  53. 


ment  À,  ainsi  (|ue  l'indique  la  figure.  I>e  long  de  À,  il  résulte  des 
principes  généraux  ci-dessus  que  la  vitesse  devra  être  constante 
(=  V',)  et  i>lus  petite  que  i  si  nous  faisons,  comme  d'habitude, 
égale  à  i  la  vitesse  à  l'infini. 

Traitons  le  problème  ainsi  posé  :  à  la  région  en  mouvement 
correspondra,  en  supposant  /  nul  au  point  O,  l'aire  intérieure  à 
un  lectangle,  en  posant 

l  j>'(Zi  I  m\  (oli)  —  ,p'(y  I  m\  (o^)  _^  Si  _ 

■i    J)  (  Z,  I  Oj',  t,)'^  )  —  JJ  (  ï  I  w'i  f'^3  )      '       i  ' 


l  = 
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9^ 


la  toiiclioii  ji  esl  supposée  construit''  avec   les  demi-p(;iio(ics  vj\ 
et  0J3,  et  nous  posons 


■I    <X'-./ 


)       X 


Y  est  un  aipumenl  que  l'on  peut  sup|)i)ser  compris  entre  o  et  to, 
ensuite,  la  transformation 


Z,  =  ^looZ 


nous  ramène  4   'a   demi-couronne  dans   le  plan  Z.  Le  point  qui 
correspond  au  point  à  Tinfini  du  plan  z  est 


le  point   e'-'o  correspond   à    la    séparation   entre   toi  et   V3>,   c'est- 
à-dire  à  J"  =  o.  Enfin  on  a,  comme  toujours. 


df 
dz 


i)  =  W  ^  i\ 


Ceci  posé,  la  fonction  0(Z).  régulière  dans  la  demi-couronne., 
«ievra,  si  elle  existe,  satisfaire  aux  conditions  suivantes  : 

Four  /  =  e'"  ;  o  <[  5  <  .9o  : 

e  =  —  a  —  0  ; 

Pour  Z  =  e'^  ;  s^i  •<  a  <  r.  ; 

e  =  -  —  a  —  0  : 
Pour  L  =:  q  e'-  ;  o    "  5  <  -  : 

e  =  X  — 5, 

en  désignant   par   — 0  ±:  x  les    angles  que  font  les  directions  AB 
et  AC  avec  Ox  (par  hypothèse,  -  <  xy.  <  ir.). 

La  partie  imaginaire   T  devra   être   nulle  pour  <7<Z<i,  et 
égale  à  logVi  pour  —  i  <  Z  <  —  cj .  Nous  ferons 

a  —  —  log^'l         (a  >  o). 
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l'existence  de  la  fonction  !.2(Z)  exigera  l'égalité 


et  l'on  aura 


ii(Zj  =  £  log j 


-  —  :>.  7.  —  Su  -+-  a  -. —  =  o, 


—  logZ. ^  S(, 


\ i~  "       - 


Z^n— a 


La  détermination  du  logarithme  du  quotient  des  fonctions  :r 
est  celle  qui  est  égale  à  /ir  ponr  Z  =  i,  et  que  l'on  doit  suivre  par 
continuité. 

Four  remonter  au  plan  2,  on  aura 

aL 

Il  y  aura  donc  lieu  de  remplacer,  dans  la  valeur.de  /,  les  demi- 
périodes  oj',  w'j  au  moyen  de  wio),j,ce  qui,  au  moyen  des  formules 
d'homogénéité,  conduit  à  l'égalité 


w, 


>/Çi(Z| 


13'  (  -7—  !o£r  Z —.  —  w-. 


>'(j> 


la  fonction  p  écrite  ici  correspondant  aux  péiiodes  non  accen- 
tuées. 

Il  est  facile  maintenant  de  s'assurer  si  la  solution  est  accep- 
table. Nous  vérifierons  :  1°  que  la  vitesse  dans  le  fluide  ne  devient 
nulle  part  sn|)érieure  à  i,  ce  qui  est  assuré  si  T  ne  devient 
jamais  positif  sur  les  fronlières  du  domaine  annulaire;  i"  que 
toutes  les  lignes  de  glissement  ).,  Xi,  Â2  sont  bien,  la  première 
convexe  vers  le  point  A,  les  deux  autres  convexes  vers  le  lluide 
en  mouvement,  ce  qui  assure  que  la  configuration  soit  bien  celle 
de  la  figure  53,  sans  qu'il  y  ait  incompatibilité,  notamment,  entre 
la  présence  de  la  ligne  X  et  l'existence  de  la  paroi  solide  DAE. 

Pour  ce  qui  concerne  Àj  et  Xj,  les  calculs,  identiques  à  ceux  de 
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la  page  5  i,  fournissent  l'inégalité 

'1    .       ,      2'^ilWl 


(î8) 


—  i'-'H-a  — •Su-t- 


Sq —  a  ^  o. 


Relalivemenl  à  X,  on  trouve  le  long  de  cette  ligne  que  la  valeur 
de  6  est 


H  =  i  \os 


'-  —    — ^  .vo  —  -    log  0  4-  r—  y.  -  0, 

p  variant  de  ^r  à  i  lorsque  le  point  -  décrit  À  dans  le  sens  ED.  Si 
nous  écrivons  que   B   décroît  conslaniinent  quand  p  croit,  nous 

r^      d'à 

serons  assurés  que  X  tourne  sa  convexité  vers  le  point  A.  Or   —r- 

^  '  «p 

a  le  signe  de 

Ui(  G)  =  ',n    Ia  (Tz'^g.^  -  -T-^") 

Y    (  ''^^  \  .     '"1       \  1     ,     2r,,r,j, 

—  Cl  (  —  i*^g?  -^  —  *o  )    ^ r—  •^^  ~~  ^' 

expression  qui  varie  elle-même  toujours  dans  le  même  sens,  entre 
les  valeurs  limites 

T  •         /  V.        '''  1  ''*'    ""l  1    '■*  1 

L  1  <  $'  )  =  —  2  '.)  1  Ço  —  -50  H 1 —  So  —  a 


et 


■2r,i',)i 


17    ,  r      "1  ^'il"l 

U  1  (  I  j     =  —  2  0)  1  Ç 1  —  .s'o  H :;: .îo  — 


H  suffira  donc  que  ces  deux  valeurs  soient  négatives,  ce  qui  est 
entraîné  par  l'unique  inégalité 


(29) 


—  'ioji.i 


lT,,0)i 


\  oyons  maintenant  ce  qui  concerne  les  vitesses;  il  n'y  a  évi- 
demment à  s'occuper  que  des  frontières  demi-circulaires.  Pour 
Z  =  g",  le  coefficient  de  i  dans  ii(Z)  est 


Tf  5  I  =^  log 


''H 

—  i,S  —  Sol 


-:^{s-hs,,) 


■/r,iMi  a\ 
; —  *"u  ■ 


i) 


Cette  fonction   de   s   est    discontinue   pour  5  =  .Jq   dans   l'inter- 
valle 0,  -,  et  l'on  a 


ci. 


d-n  Ci?     r        r,,^  Ml  -| 


5o 5 


Srien/iri.   n"  HK. 
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celte  dérivée  seconde  reslanl  visiblement  négative. 


ds 


décroit 


et  ses  valeurs  limites  pour  5  =  o  ou  tc  sont  négatives  en  vertu  des 
conditions  (28)  et  (29}  déjà  supposées.  Donc  T  décroît  dans  l'in- 
tervalle O,  So,  et  il  y  sera  toujours  négatif  puisqu'il  part  de  zéro. 
Dans  l'intervalle  Sq,  ti,  T  part  de  — oc,  passe  par  un  maximum  et 
revient  à  la  valeur  — a  pour  5  =  7:;  je  dis  que  ce  maximum  est 
négatif.  En  effet,  si  nous  supposons  tracée  la  courbe  du  plan  sT 


qui  représente  les  variations  de  T(s)  dans  l'intervalle  Sq,  t^,  cette 
courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  bas  et,  si  P  est  Le  point  de 
cette  courbe  qui  correspond  à  s  —  ~,  ce  point  a  pour  ordonnée 
—  a,  avec  une  tangente  dont  le  coefficient  angulaire  est  » 


•2T,i  w, 


Or est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  OP,  et  l'on  a 
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Mais  une  formule  connue  (T.  et  M.,  XXXIli,  8) 
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—  élant  1111  nombre  compris  entre  o  et   ->    S".  (  —  )   est  positif, 

■2 T.  -J.         -  \2r:  /  ' 

et  S/o  (  "^  )  '^^'^  négatif  (Tannery  et  Molk,  t.  II,  p.  36).   Donc 

a 

rn> 

r. 

Autrement  dit,  la  courbe  en   question   ne    peut  jamais  atteindre 
l'axe  des  s,  et  par  conséquent  T  reste  constamment  négatif. 
Dans  le  cas  particulier  on  !  on  a 

f.j,             '-r^iiùi 
—  2  oji  Ç,  —  5o  H S(,  —  a  =  o, 


le  maximum  en  question  est  atteint  pour  5  =  t:,  et  est  par  suite 
égal  à  — a;  dans  ce  cas,  il  est  évident  sans  autre  raisonnement 
que  T  reste  négatif.  J'avais  donné  ce  résultat  dans  le  cas  de  l'éga- 
lité (29),  dans  mon  Mémoire  des  Annales;  M.  René  Thiry,  dans 
une  Note  des  Comptes  rendus  (mars  ig^o  ),  l'a  généralisé  pour  le 
cas  oii  l'on  a  seulement  l'inégalité  (29). 
Enfin,  sur  la  paroi  to,  c'est-à-dire  pour 

Z  =  qe''         t;o<,î  <-::), 

on  constate  sans  peine  qu'en-vertu  des  conditions  déjà  trouvées, 
T  varie  de  — a  à  zéro,  en  variant  toujours  dans  le  même  sens. 

Les  conditions  (-28)  et  (29;  sont,  du  reste,  surabondantes;  en 
vertu  de  la  relation 


:,« 


l^ii  = 


1  (ei— e3),p  u 

•2    (pu  —  ei)  {pu  —  Ci) 


(<  o   pour  o  <  M  <  wi), 


il  est  manifeste  qu'on   peut  elTacer  la  condition  (28)  et  ne  con- 
server que  (29). 

Il  faut  maintenant  orienter  convenablement  l'obstacle  dans  le 
courant,  c'est-à-dire  écrire,  ce  que  nous  avons  négligé  jusqu'ici, 
que  la  vitesse  du  courant  à  l'infini  est  horizontale.  Le  point  à  l'in- 
fini du  plan  .;  correspondant  à 


Z=/ 
on  en  conclut  de  suite  la  condition 


(3o)     ?log 


\  Il  T.         } 


20J1 


a  —  0  =  c, 


loo  CHAl'ITRK    1\. 

Eu  résumé,  nou«  devons  satisfaire  aux  conditions 
a  >  (),         o  <  ,Ço  <  -.         "  <  V  <  —^, 
—  <  a  <  r,  o  <  a  ±  0  <  -, 

et  aux  conditions  (27).  ('29),  (3o).  Et  tout  revient  à  s'assurer  si 
les  conditions  précédentes  sont  compatibles,  et  avec  quel  degré 
d'arbitraire  on  peut  y  satisfaire.  A  cet  elfet,  au  lieu  de  nous  donner 
les  longueurs  des  lames  AB  et  AC,  nous  nous  donnerons  les  demi- 
périodes  0)1^3,  et  nous  déduirons,  au  moyen  des  conditions  impo- 

i"ig.  :.f;. 


sées,  les  quantités  a,  Sq,  en  supposant  connu  a;  nous  calculerons 
ensuite  y  au  moyen  de  0  par  l'équation  (3o).  Posons 


(O, 


V  = 


nous  remplacerons  (27)  et  (29)  par 


^11. 


D'où   la    construction    suivante,    conséquence    immédiate   de   ces 
équations  :  on  tracera  la  courbe  V  ayant  pour  équation 

M, 

dans  l'intervalle   o<u<r.)i;    celle   courbe  a  la  forme   indiquée 

nar  le  dessin  ;  sur  on,  on  prendra  un  point  Il'd'ordonnée  — ^ 

(positive  d'après  les  hypothèses),  et  de  ce  point  on  mènera   une 
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droite  A  de  pente — ;   on   voit    aisément  que    le   point   M  de 

rencontre  avec  V  e?t  unique.  Les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque S  du  segment  II.>I  fournissent  les  nombres  U  elV  répon- 
dant à  la  question,  c'est-à-dire  les  nombres  ^o  ^^  ^  demandés. 

Il  reste  ensuite  à  calculer  y;  pour  cela,  il   est  aisé  de  démon- 
trer que  l'expression 

-.  /             V         '^'■'1       \ 
t  ios-  — ■ -r-      s„—  a        —. 1 


"    l    "'^  'Il  T.    ' 


...  ,  .  ,  ...    20)3 

décroît  constamment  de  9.x  —  tt  a  — -  quand  y  varie  de  o  a  — :— ; 

elle  passe  donc  une  fois  et  une  seule  par  la  valeur  —  -  -+-  a  -i-  ô, 
et  par  suite  l'équation  ('3o)  admet  une  solution  et  une  seule  par 
rapport  à  -(  dans  l'intervalle  voulu. 

Le  calcul  de  la  longueur  des  deux  lames  AB  et  AC  peut  ensuite 
être  effectué  sans  qu'aucune  difficulté  spéciale  ultérieure  puisse 
apparaître  dans  ce  calcul  :  il  s'agit,  en  effet,  simplement  d'inté- 
grales définies,  portant  sur  des  fonctions  essentiellement  positives 
et  finies  dans  des  intervalles  d'étendue  finie. 

La  multiplicité  des  solutions  acceptables  pour  un  même  obs- 
tacle est  donc  dès  maintenant  démontrée.  En  efl'et,  construisons 
la  solution  qui  correspond  à  un  point  S  déterminé  de  la 
droite  HM,  et  à  des  angles  x  et  5  donnés;  calculons  les  longueurs 
des  lames;  puis,  pour  l'obstacle  ainsi  obtenu,  construisons  la 
solution  de  première  espèce  dont  nous  avons  vu  l'existence,  et 
pour  laquelle  le  courant  suit  exactement  le  profil  OB  ou  OAC 
sans  éviter  le  sommet  A.  >ious  avons  ainsi  deux  solutions  pos- 
sibles, pour  le  même  obstacle. 

Il  est  du  reste  à  peu  près  évident  qu'il  y  en  aura  une  infinité, 
puisque  nous  pouvons  choisir  le  point  S  d'une  infinité  de 
manières;  mais  il  faut  montrer  que,  pour  chaque  choix  de  S,  on 
peut  s'arranger  pour  obtenir  le  même  obstacle  avec  des  lames 
toujours  de  même  longueur  et  de  même  orientation. 

On  trouvera  dans  mon  Mémoire  {Annales  de  V École  IVorm.ale, 
1914)  divers  détails  de  calcul  dans  le  cas  précis  où  les  deux  lames 
font  avec  Ox  des  angles  donnés  numériquement,  égaux  en  valeur 
absolue  à  ii3°36'  et  i5~°3Ç)'. 

Dans  le  cas  où  l'inégalité  (29;  se  transforme  en  égalité,  ou  bien 
encore  dans  le  cas  où  l'on  place  le  point  S  en  M,  on  peut  vérifier 
que  la  ligne  de  glissement  À  arrive  en  D  langentiellement  à  AB 
avec  un  rayon  de  courbure  infini. 

Des  diverses  solutions,  toutes  acceptables  pour  un  même  solide, 
ainsi  mises  en  évidence,  laquelle  est' la  meilleure  du  point  de  vue 
physique  ?  C'est  là  une  question  que  je  me  contente  de  poser  ici, 
et  que  seules  d«s  considérations  de  stabilité  et  de  viscosité  per- 
mettraient sans  doute  d'élucider  complètement. 

FIN. 
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